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AVERTISSEMENT 

POUR CETTE NOUVELLE ÉDITION. 



,üTE CA 

Dî 


En publiant cette nouvelle édition des Éléments de 
Géométrie de Legendre , je crois devoir faire con- 
naître les changements qui y ont été introduits. 

Aucune modification sérieuse n’a été apportée dans 
l’ordre des propositions , ce qui n’aurait pu avoir lieu 
sans altérer profondément le caractère de l’ouvrage ; 
néanmoins j’ai fait tous mes efforts pour le mettre en 
harmonie avec les programmes de l’enseignement uni- 
versitaire et des écoles du gouvernement. 

Ainsi , pour ne parler que du changement le plus 
important, j’ai considérablement simplifié les théorèmes 
relatifs à la mesure du cercle et des corps ronds , sans 
abandonner toutefois la méthode des limites, mais en 
n’insistant pas sur certaines difficultés qu’il est peut- 
être prudent de ne pas faire aborder à des commen- . 
çants. 

J’ai placé, après les huit livres, différents appendices 
qui peuvent avoir de l’intérêt pour les jeunes gens qui 
veulent étendre leurs connaissances en géométrie. 

Le plus important de ces appendices, qui d’ailleurs 
est tout à fait nouveau dans l’ouvrage, contient des 
notions sur la théorie des transversales, sur la division , 
harmonique et le faisceau harmonique, enfin sur la 
théorie des polaires. 
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Ces notions sont élémentaires, mais me paraissent 
suffisantes pour initier les élèves à ces théories et leur 
faire apprécier le parti qu’on en peut tirer pour la ré- 
solution des problèmes. 

Quelques changements ont été aussi introduits dans 
la forme de l’ouvrage. Toutes les figures ont été pla- 
cées dans le texte, ce qui rend la lecture plus facile ; 
et le volume a été diminué par la suppression de l’an- 
cien texte de Legendre , ce qui a permis aux éditeurs 

de diminuer le prix de l’ouvrage. 

• y * 

A. Blanchet. 
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ELEMENTS 


DE GÉOMÉTRIE. 


LIVRE PREMIER. 

c. 


DÉFINITIONS. 

I. Tout corps occupe dans l’espace indéfini un lieu dé- 
terminé qu’on appelle volume. 

II. La surface d’un corps est la limite qui le sépare de 
l'espace environnant. 

III. Le lieu où les surfaces de deux corps se rencontrent 
est appelé ligne. 

IV. Un point est le lieu où deux lignes se coupent. 

V. On conçoit les volumes, les surfaces, les lignes, indé- 
pendamment des corps auxquels ils appartiennent. 

VI. On donne le nom de figures aux volumes, aux sur- 
faces et aux lignes. 

VIL La géométrie a pour objet la mesure de l’étendue 
des figures, et l’étude de leurs propriétés. 

VIII. La ligne droite est une ligne indéfinie qui est la 
plus courte entre deux quelconques de ses points. 

On doit regarder comme évident que d’un point à un 
autre on ne peut mener qu’une ligne droite, et que si deux 
portions de lignes droites coïncident, ces lignes coïncident 
dans toute leur étendue. 
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GÉOMÉTRIE. 


IX. Une ligne brisée ou polygonale est une ligne cora^ 
posée de lignes droites.. 

X. Toute ligne qui n'est ni droite, ni composée de lignes 
droites, est .une ligne courbe. 

XI. Le plan est une surface dans laquelle prenant deux 
points à volonté, et joignant ces deux points par une droite, 
cette ligne est tout entière dans la surface. 

XII. Toute surface qui n’est ni plane, ni composée de 
surfaces planes, est une surface courbe. 

\ XIII. La figure formée par deux droi- 

A tes AB, AG qui se coupent, s’appelle an- 
gle. Le point A est le sommet de l’angle; 
les lignes AB, AC, en sont les côtés. 

C L’angle se désigne quelquefois par la let- 
tre du. sommet A ; d’autres fois par trois lettres BAC ou 
CAB, en ayant soin de mettre la lettre du sommet au 
milieu. 


Y a Deux angles A et a sont dits égaux, 

À A lorsqu’on peut les faire coïncider. Ainsi, 

/ \ I \ supposons qu’on porte l’angle a sur A, 
I , / \ de manière que ab s’applique sur AB : 

j \ L si ac prend la direction AC, les côtés 

L des deux angles coïncideront, et les deux 
angles seront dits égaux. 

\ Un angle A est double, triple, etc., de 

/ / j\ / l’angle D, s’il renferme entre ses côtés 
y / j \ /' deux, trois... angles égaux à l’angle D. 

j | \ j Les angles sont donc comparables en- 

tre eux comme les autres grandeurs. 



XIV. Lorsque la ligne droite AB ren- 
contre une autre droite CD, de telle sorte 
que les angles adjacents BAC, BAD, 
soient égaux entre eux, la ligne AB est 


dite perpendiculaire sur CD, et les angles égaux BAC, BAD 
sont appelés angles droits. 
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Il s. 'ra démontré que par un point A 
' pris sur une droite CD on peut toujours 
élever une perpendiculaire sur cette droite, 
u et que tous les angles droits s6nt égaux 


A 

entre eux. 

Tout angle plus grand qu’un angle droit est un angle ob- 
tus; tout angleplus petitqu’un angle droit est un angle aigu. 

On appelle angles supplémentaires deux*angles dont la 
somme est égale à deux droits; et angles complémentai- 
res, deux angles dont la somme vaut un droit. 

^ B XV. Deux lignes sont dites parallèles, 
lorsque, étant situées dans le même plan, 
n elles ne peuvent se rencontrera quelque 
distance qu'on les prolonge l’une et l'autre. Telles sont les 
lignes AB, CD. 

, \ XVI. La figure plane est un plan terminé 
,/ de toutes parts par des lignes. 

\« / Si les lignes sont droites, l’espace qu’elles 

• — / renferment s’appelle figure rectiligne ou poly- 

gone, et les lignes elles-mêmes prises ensemble forment le 
contour ou périmètre du polygone. 

XVII. Le polygone de trois côtés est le plus simple de 
tous, il s’appelle triangle; celui de quatre côtés s’appelle 
quadrilatère ; celui de cinq, pentagone ; celui de six, liexa- 
etc. 

XVIII. On appelle triangle équila- 
téral, celui qui a ses trois côtés égaux; 
triangle isocèle, celui dont deux côtés 
seulement sont égaux ; triangle scalènc, 
celui qui a ses trois côtés inégaux. 

t XIX. Le triangle rectangle est celui qui 
a - un angle droit. Le côté opposé à l’angle 
droit s’appelle hypoténuse : ainsi ABC est 
J A un triangle rectangle en A; le côté BC est 



son hypoténuse. 
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GÉOMÉTRIE. 

XX. Parmi les quadrilatères on distingue: 


Le 


carre 


droits. 


, qui a ses cotes égaux et ses angles 


Le rectangle , qui a les angles droits sans avoir 
les côtés égaux. • 

Le parallélogramme , qui a les côtés 
opposés parallèles. 



Le losange, dont les côtés sont égaux sans 
que lps angles soient droits. 


Enfin le trapèze, dont deux côtés seulement 
sont parallèles. 


XXI. On appelle diagonale d’un polygone, la ligne qui 
joint les sommets de deux angles non adjacents. 

XXII. Le polygone équilatéral est celui dont tous les 
côte’s sontégaux; le polygone cquianglc, celui dont tous les 
angles sont égaux. 

XXIII. Deux polygones sont équilatéraux entre eux lors- 
qu ils ont les côtés égaux chacun à chacun, et placés dans 
le même ordre, c’est-à-dire, lorsqu’en suivant leurs con- 
tours dans un même sens, le premier côté de l’un est égal 
«au premier de l'autre, le second de l’un au second de l’autre, 
le troisième au troisième, et ainsi de suite. On entend de 
même ce que signifient deux polygones équiapgles entre eux. 

Dans l’un ou l’autre cas, les côtés égaux ou les angles 
égaux s’appellent côtés ou angles homologues. 

bCXIV. On appelle polygone convexe, un 
polygone tel que, si lori prolonge un quel- 
conque de ses côtés, tout le polygone soit 
D situé d’un même côté de cette droite. Tel 
est le polygone AIÎCDE. 


A 

/ 
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Le périmètre d’un polygone convexe ne 
peut être rencontré par une droite en plus 
de deux points; car, si une droite 1Q ren- 
contrait le périmètre ABCDE aux points 

M, N, P, Q, le côté BC, qui est rencontré par 
la droite en l’un des points intermédiaires 

N, aurait évidemment des parties de la fi- 
gure situées de part et d'autre de sa direction. 

XXV. Deux figures quelconques, volumes, surfaces ou 
lignes, sont dites égales, lorsqu'on peut les appliquer l’une 
sur l’autre de manière qu’elles coïncident parfaitement. 

K. B. Dans les quatre premiers livres il ne sera question que de figures pla- 
nes ou tracées sur une surface plane. 



Explication des termes et des signes. 

Axiome est une proposition évidente par elie-même. 

Tliéoreme est une vérité qui devient évidente au moyeu 
d’un raisonnement appelé démonstration. 

Problème est une question proposée qui exige une so- 
lution. 

Lemme est une vérité employée subsidiairement pour la 
démonstration d’un théorème ou la solution d’un problème. 

Le nom commun de proposition s’attribue indifférem- 
ment aux théorèmes, problèmes et lemmes. 

Corollaire est la conséquence qui découle d'une ou de 
plusieurs propositions. 

Scolie est une remarque sur une ou plusieurs propo- 
sitions précédentes, tendant à faire apercevoir leur liaison, 
leur utilité, leur restriction ou leur extension. 

Hypothèse est une supposition faite, soit dans l'énoncé 
d’une proposition, soit dans le courant d’une démons- 
tration. 

Le signe = est le signe de l’égalité; ainsi l’expression 
A=B signifie que A égale B. 
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Gl'iOMÉTniE. 


Pour exprimer que A est plus petit que B, on écrit 
A <B. 

Pour exprimer que A est plus grand que B, on écrit 
AxB. 

Le signe se prononce plus ; il indique l’addition. 

Le signe — se prononce moins;\\ indique la soustraction: 
ainsi A -t- B représente la somme des quantités A et B; 

A — B représente leur différence, ou ce qui reste en étant 
B de A; de même A — B-J-C, ou A+C — B, signifie que 
A et B doivent être ajoutés ensemble, et que B doit être 
retranché du tout. 

Le signe X indique la multiplication; ainsi AxB repré- 
sente le produit ‘de A par B. Au lieu du signe X on 
emploie quelquefois un point; ainsi A . B est la même 
chose que AxB. On indique aussi le même produit sans 
aucun signe intermédiaire par AB; mais il ne faut em- 
ployer cette expression que lorsqu’on n'a pas en même 
temps à employer celle de la ligne AB, distance des points 
A et B. 

L’expression Ax(B+ C — D) représente le produit de A 
par la quantité B + C — D. S’il fallait multiplier A-t-B 
par A — B +-C, on indiquerait le produit ainsi (A-j-B) X 
(A — B + C); tout ce qui est renfermé entre parenthèses 
est considéré comme une seule quantité. 

Un nombre mis au-devant d’une ligne ou d’une quan- 
tité sert de multiplicateur à cette ligne ou à cette quantité : , 

ainsi, pour exprimer que la ligne AB est prise trois fois, 
on écrit 3 AB; pour désigner la moitié de l’angle A, on 
écrit | A. 

Le carré de la ligne AB se désigne par AB; son cube 
par AB. On expliquera en son lieu ce que signifient pré- 
cisément le carré et le cube d’une ligne. 

Le signe \/ indique une racine à extraire; ainsi \/ 1 
est la racine carrée de a ; \/ A X B est la racine du pro- 
duit A X B, ou la moyenne proportionnelle entre A et B. 
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PROPOSITION PREMIÈRE. 


THEOREME. 


M' 


Par un point pris sur une droite on peut élever une. 
perpendiculaire sur cette droite, et on n’en peut élever 
qu’une, 

|M <’ En effet, supposons qu’une droite AM 

d’abord couchée sur AC, tourne autour 
du point A : elle formera deux angles ad- 
lï A cjacents, MAC, MAB, dont l’pn, MAC, 
d’abord très-petit, ira toujours en croissant, et dont l’autre, 
MAB, d’abord plus grand que MAC , ira constamment en 
décroissant jusqu’à zéro. 

L’angle MAC, d’abord plus petit que MAB, deviendra 

donc plus grand que cet angle; par conséquent il y aura 

une position AM" de la droite mobile où ces deux angles 

seront égaux, et il est évident qu’il n’y en aura qu’une seule. 

, Corollaire. Tous les angles droits 

n! , 6 

sont égaux. 

i ; Soient DC perpendiculaire sur 

E G F A C B AB, et HG. perpendiculaire sur EF: 
je dis que l’angle DCB est égal à HGF. En effet, si Ion 
porte la droite EF sur AB, de manière que le point G 
tombe en C, GH prendra la direction CD; autrement on 
pourrait, par un point pris sur une droite, élever deux 
perpendiculaires sur cette droite. 


H 


PROPOSITION II. 


THEOREME. 


Toute ligne droite CD, qui en rencontre une autre 
AB , fait avec celle-ci deux angles adjacents ACD, BCD, 
dont la somme est égale à deux angles droits. 
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GEOMETRIE. 

Au point C, élevez sur AB la perpendicu- 
laire CE. L’angle ACD. est la somme des 
angles ACE, ECD; donc ACD -|- BCD sera 
la somme des trois ACE, ECD, BCD. Le 
B premier de ceux-ci est droit, les deux au- 
tres font ensemble l’angle droit BCE; donc la somme des 
deux angles ACD, BCD, est égale à deux angles droits. 

Corollaire I. Si l’un des angles ACD, BCD, 
est droit, l’autre le sera pareillement. 

B Corollaire II. Si la ligne DE est perpen- 
diculaire à AB, réciproquement AB sera 
E • perpendiculaire à DE. 

Car, de ce que DE est perpendiculaire à AB, il s’ensuit 
que l’angle ACD est égal à son adjacent DCB , et qu’ils 
sont tous deux droits. Mais de ce que l’angle ACD est un 
angle droit, il s’ensuit que son adjacent ACE est aussi un 
angle droit; donc l’angle ACE = ACD, donc AB est per- 
pendiculaire à DE. 

Corollaire III. Tous les angles con- 
/j, sécutifs BAC, CAD, DAE, EAF, formés 
d’un même côté de la droite BF , pris 
ensemble, valent deux angles droits; 
* car leur somme est égale à celle des 
deux angles adjacents BAC, CAF. 

„ PROPOSITION III. 

THÉORÈME. 

Si deux angles adjacents ACD, DCB, valent en- 
semble deux angles droits , les deux côtés extérieurs 
AC, CB, seront en ligne droite. 

Car si CB n’est pas le prolongement 
de AC, soit CE ce prolongement; alors 
J 6 la ligne ACE étant droite, la somme des 
. K angles ACD , DCE , sera égale à deux 
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droits*. Mais, par hypothèse, la somme des angles ACD, *pr. ». 
DCB, est aussi égale à deux droits; donc ACD -+- DCB se- 
rait égale à ACD -f- DCE ; retranchant de part et d’autre 
l’angle ACD, il resterait l’angle DCB égal à l’angle DCE, 
ce qui est impossible ; donc CB est le prolongement de AC. 

PROPOSITION IV. 

THÉORÈME. 

Toutes les fois e/ue deux lignes droites AB, DE , se 
coupent, les angles opposés au sommet sont égaux. 

Car, puisque la ligne DE est droite , la 
somme des angles ACD, ACE, est égale 
à deux droits; et puisque la ligne AB est 
droite, la somme des angles ACE, BCE, est 
égale aussi à deux droits; donc la somme ACD -f- ACE est 
égale à la somme ACE BCE. Retranchant de part et 
d’autre le même angle ACE, il restera l’angle ACD égal à 
son opposé BCE. 

On démontrerait de même que l’angle ACE est égal à 
son opposé BCD. 

Scolie. Les quatre angles formés autour d’un point par 
deux droites qui se coupent, valent ensemble quatre an- 
gles droits ; car les angles ACE, BCE, pris ensemble, va- 
lent deux angles droits, et les deux autres ACD, BCD, ont 
la même valeur. 

En général, si tant de droites qu’on vou- 
D dra CA, CB , etc., se rencontrent en un 
\ point C, la somme de tous les angles con- 
sécutifs ACB, BCD, DCE, ECF, FCA, sera 
égale à quatre angles droits ; car, si l’on 
formait au point C quatre angles droits au moyen de deux 
lignes perpendiculaires entre elles, leur somme serait évi- 
demment égale à celle des angles successifs ACB, BCD, etc. 
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GEOMETIUE. 


PROPOSITION V. 



THEOREME. 

Deux triangles sont égaux , lorsqu’ils ont un angle 
égal compris entre deux côtés égaux chacun à chacun. 

Soit l’angle A égal à l’angle D, 
le côté AB égal à DE, le côté AG 
égal à DF ; je dis que les triangles 
ABC, DEF, seront égaux. 

F. p B c En effet, ces triangles peuvent 

être posés l’un sur l’autre de manière qu’ils coïncident par" 
faitement. Et d'abord, si l’on place le côté DE_sur son égal 
AB, le point D tombera en A et le point E en B: mais 
puisque l’angle D est égal à l’angle A, dès que le côté DE 
sera placé sur AB, le côté DF prendra la direction AG. 
De plus, DF est égal à AC ; donc le point F tombera en G, 
et le troisième côté EF couvrira exactement le troisième 
côté BC; donc le triangle DEF est égal au triangle ABC. 

Corollaire. De ce que trois parties sont égales dans 
deux triangles, savoir, l’angle A = D, le côté AB=DE, 
et le côté AC = DF, on peut conclure que les trois au- 
tres le sont, savoir, l’angle B = E, l’angle C = F, et le 
côté BC = EF. 

PROPOSITION VI. 

THÉORÈME. 

Deux triangles sont égaux, lorsqu ils ont un côte 
égal adjacent à deux angles égaux chacun à chacun. 

A Soit le côté BC égal au côté EF, 
l’angle B égal à l’angle E , et 1 an- 
gle C égal à l’angle F ; je dis que le 
triangle DEF sera égal au trian- 
C gle ABC. 
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Car, pour opérer la superposition , soit placé EF sur son 
égal BC, le point E tombera en B, et le point F en C. Puis- 
que l’angle E est égal à l’angle B, le côté ED prendra la 
direction BA ; ainsi le point D se trouvera sur quelque 
point de la ligne BA. De même, puisque l'angle F est égal 
à l’angle C, la ligne FD prendra la direction CA, et le 
point D se trouvera sur quelque point du côté CA; donc 
le point D, qui doit se trouver à la fois sur les deux lignes 
BA, CA, tombera sur leur intersection A ; donc les deux 
triangles ABC^ DEF, coïncident l’un avec l’autre et sont 
parfaitement égaux. 

Corollaire. De ce que trois parties sont égales dans deux 
triangles, savoir, BC = EF, B = E, C = F, on peut con- 
clure que les trois autres le sont, savoir, AB = DE, 
AC = DF, A = D. 


PROPOSITION VII. 


THEOREME. • . 

Dans tout triangle un côté quelconque est plus petit 
que la somme des deux autres. 

Car la ligne droite BC, par exemple, est 
le plus court chemin de B en C*; donc BC *<léf. s. 
est plus petit que AB-f- AC. 

On doit aussi remarquer qu’un côté quel- 
conque est plus grand que la différence des 
1 deux antres. 

En effet, soit a le plus grand côté, b et c les deux au- 
tres ; de l’inégalité a < b + c, on tire, en retranchant c de 
part et d’autre, a — c<b, et en retranchant b , a — b<c. 



PROPOSITION VIII. 

THÉORÈME. 

Si d’un point O pris au dedans du triangle ABC, 
on mène aux extrémités d’un côté BC les droites OB , 
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A , 


OC , la somme de ces droites sera moindre que celle 
des deux autres côtés AB, AC. 

Soit prolongé BO jusqu’à la rencontre du 
côté AC en D; la ligne droite OC est plus 
courte que OD 4 - DC* : ajoutant de part et 
d’autre BO, on aura BO 4- OC< BO 4- OD 
-DC, ou BO 4- OC < BD -h DC. 

On a pareillement BD < BA 4- AD j ajou- 
tant de part et d’autre DC, on aura BD 4- DC < BA 4- AC. 
Mais on vient de trouver BO 4- OC < BD-+-DC; donc, à 
plus forte raison, BO 4- OC < B A 4- AC. 

PROPOSITION IX. 



THEOREME. 


Toute ligne polygonale convexe 
ABC!) est moindre qu’une ligne quel- 
conque MEFG qui l’ enveloppe de 
toutes parts. 

Prolongez dans le même sens les cô- 
tés du polygone ABCD, jusqu’à leur 
rencontre avec la ligne enveloppante, on aura cette suite 
d'inégalités : 

AB 4- BH < AL 4- LE 4- EH 
BC 4- CI < BH 4- HF 4- FI 
CD 4- DK < CI 4- IG 4- G» • 

D A 4- AL < DK 4- KM 4- ML. 

Ajoutant ces inégalités membre à membre, et supprimant 
les parties communes aux deux membres, on a AB-f-BC 
4- CD 4- DA < EF 4- FG 4- GM 4- ME. 

On prouverait de la même manière que toute ligne 
polygonale convexe est moindre qu’une ligne envelop- 
pante terminée aux mêmes extrémités. 

Remarque. Le théorème précédent n’est qu’un cas très- 
particulier du théorème qu’on vient de démontrer. 
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PROPOSITION X. 


THEOREME. 



Si deux côtés (F un triangle sont égaux à deux côtés 
d’un autre triangle chacun à chacun. ; si en même 
temps l’angle compris par les premiers est plus grand 
que l’angle, compris par les seconds, je dis que le 
troisième côté du premier triangle sera plus grand 
que le troisième côté du second. 

Soient les deux triangles 
ABC, FGH, dans lesquels on 
a ABzrrFG, AC = FH, et 
l’angle BAC > GFH ; je dis 
que le côté BC sera plus 
B E -C o H grand que GH. 

Faites l’angle CAD= GFH, prenez AD = GF, et joignez 
CD : les deux triangles ACD, GFH, sont égaux connue 
ayant un angle égal compris entre côtés égaux. Il suffît 
donc de démontrer que BC est plus grand que CD. 

Divisez l’angle BAD en deux parties égales par la ligne 
AE, cette droite tombera dans le plus grand angle BAC; 
•enfin tirez la ligne DE: les deux triangles BAE, EAD, 
seront égaux comme ayant un angle égal compris entre 
deux côtés égaux. Donc BE = ED. Mais, dans le triangle 
EDC, on a CD < ED + EC. Remplaçant ED par BE, on 
obtient CD < BE EC ou CD < BC. 

Réciproquement, si les côtés AB , AC, du triangle ABC 
sont égaux aux deux côtés FG, FH, du triangle ACD ; si 
de plus le troisième côté CB du premier triangle est plus 
grand que le troisième côté GH du second, l’angle BAC 
sera plus grand que l’angle GFH. 

Car, si l’angle BAC était plus petit que CAD, on vient 
de voir que CB serait plus petit que CD, ce qui est con- 
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tre l’hypothèse; et si l'angle BAC était égal à CAD, on 
pr. 5. aurait* CB = CD; ce qui est aussi contre la supposition. 


PROPOSITION XI. 



THEOREME. 

Deux triangles sont égaux, lorsqu’ils ont 1rs trois 
calés égaux chacun à chacun. 

i) A Soit le côté AB = DE, AC=DF, 

- BC = EF, je dis qu’on aura l’angle 
\ A = D, B=rE, C=E. 

\ Car si l’angle A était plus grand 
£ £ B c que l'angle I), comme les côtés AB, 

AC, sont égaux aux côtés DE, DF, chacun à chacun, il 
s’ensuivrait, par le théorème précédent, que le côté BC 
est plus grand que EF; et si l’angle A était plus petit 
que l’angle D, il s’ensuivrait que le côté BC est plus petit 
que EF : or, BC est égal à EF ; donc l’angle A ne peut 
être ni plus grand ni plus petit que l’angle D; donc il lui 
est égal. On prouvera de même que l’angle B=E, et que 
l’angle C = F. 

Scolie. On peut remarquer que les angles égaux sont 
opposés à des côtés égaux : ainsi les angles égaux A et D 
sont opposés aux côtés égaux BC, EF. 


PROPOSITION XII. 

THÉORÈME. 

Dans un triangle isocèle, les angles opposés aux 
côtés égaux sont égaux. 

Soit le côté AB = AC, je dis qu’on aura 
l’angle C = B. 

Tii ■ez la ligne AD du sommet A au point 
D, milieu de la hase BC : les deux trian- 
gles ABD , ADC, auront les trois côtés 
égaux chacun à chacun , savoir, AD com- 
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mun, AB = AC par hypothèse, et BD = 1)C par construc- 
tion ; donc, en vertu du théorème précédent, l’angle B est 
égal à l’angle G. 

Corollaire. Un triangle équilatéral est en même temps 
équiangle, c’est-à-dire qu’il a ses angles égaux. 

Scolie. L’égalité des triangles ABD, ACD, prouve en 
même temps que l’angle BAD = DAG, et que l’angle 
BDA = ADC; donc ces deux derniers sont droits; donc 
la ligne menée du sommet d un triangle isocèle au milieu 
de sa base est perpendiculaire à cette base, et divise l’angle 
du sommet en deux parties égales. 

Dans un triangle non isocèle, on prend indifféremment 
pour base un côté quelconque , et alors son sommet est 
celui de l’angle opposé. Dans le triangle isocèle, on prend 
particulièrement pour base le côté qui n’est point égal à 
l’un des deux autres. 


PROPOSITION XIII. 


THEOREME. 


A 


d X\ 


Réciproquement, si deux angles sont égaux dans 
un triangle , les côtés opposés seront égaux, et le 
triangle sera isocèle. 

Soit l’angle ABC = ACB, je dis que le côté 
AG sera égal au côté AB. 

Car si ces côtés ne sont pas égaux, soit AB 
le plus grand des deux. Prenez BD — AG, et 

joignez DG. L’angle DBC est, par hypothèse, 

u c égal à ACB ; les deux côtés DB, BG, sont égaux 

aux deux AC, CB ; dotic le triangle DBC serait égal au 
triangle ACB. Mais la partie ne peut pas être égale au tout ; 
donc il n’y a point d’inégalité entre les côtés AB, AC; donc 
le triangle ABC est isocèle. 


/ 


\\ 
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PROPOSITION XIV. 


THEOREME. 


pr. i3. 


De deux côtes (T un triangle , celui-là est le plus 
grand qui est opposé à un plus grand angle ; et 
réciproquement, de deux angles d’un triangle, celui- 
là est le plus grand, qui est opposé à un plus grand 
côté. 

i° Soit l’angle G > 15, je dis que le côté AB, 
opposé à l’angle C, est plus grand que le côté 
AG, opposé à l’angle B. 

Soit fait l’angle BCD = B; dans le triangle 
BDC on aura * BD = DG. Mais la ligne droite 



AG est plus courte que AD + DG, et AD -H DG 
= AD -4- DB = AB ; donc AB est plus grand que AC. 

2 ° Soit le côté AB > AC, je dis que l’angle G , opposé au 
côté AB, sera plus grand que l’angle B, opposé au côté AG. 

Car, si on avait C<B, il s’ensuivrait, par ce qui vient 
d’être démontré, AB<AC, ce qui est contre la supposi- 
pr. ii. tion. Si on avait C =B, il s’ensuivrait *AB= AC, ce qui est 
encore contre la supposition; donc il faut que l’angle C 
soit plus grand que B. 

PROPOSITION XV. 

THÉORÈME. 

D’un point donné hors d’une droite. , on ne peut 
abaisser qu’une perpendiculaire sur cette droite. 

. v Supposons que du point A on puisse me- 
ner sur CD deux perpendiculaires AE, AB; 

/ i prolongeons l’une d’elles AE d’une quantité 

\ EA = Ah, et joignons A I). 

\i Le triangle AEB est égal au triangle A'EB; 


i 
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car les angles AF.B, A'EB, sont droits; le côté AE = A'E 
et le côté BE est commun ; on en conclut que l’angle 
ABE — EBA' : or l’angle ABE est droit, donc EBA' l’est 
aussi. Mais , si les angles adjacents ABE, EBA' valent en- 
semble deux angles droits, il faut que la ligne ABA' soit 
droite, d’où il résulte qu’entre deux points A et A' on 
pourrait mener deux lignes droites, ce qui est impossible. 

Donc, etc. 

PROPOSITION XVI. 

THÉORÈME. 

Si d’un point A situe hors dune droite DE on mène 
la perpendiculaire AB sur cette (boite , et différentes 
obliques AE, AC, AD, etc., à différents points de cette 
même droite : 

i ° La perpendiculaire AB sera plus courte que toute 
oblique ; 

a° Les deux obliques AC, AE, menées de part et 
d autre de la perpendiculaire à des distances égales 
BC, BE, seront égales ; 

3° De deux obliques AC et AD, ou AE et AD, me- 
nées comme on voudra , celle qui s'écarte le plus de 
la perpendiculaire sera la plus longue. 

Prolongez la perpendiculaire AB 
d’une quantité BF=rAB, et joignez 
FC, FD. 

i° Le triangle BCF est égal au trian- 
gle BCA, car l’angle droit CBF=CBA, 
le côté CB est commun, et le côté 
BF = BA; donc * le troisième côté CF est égal au troisième * pr . 5. 
AC. Or, ABF 1 , ligne droite, est plus courte*que ACF, ligne 
brisée; donc AB, moitié de ABF’, est plus courte que AC, 
moitié de ACF ; donc, i°la perpendiculaire est plus courte 
que toute oblique. 

3 
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a 0 Si on suppose BE = BC, comme on a en outre AB 
commun et l’angle ABE=ABC, il s’ensuit que le triangle 
•pr. 5. ABE est égal au triangle ABC * ; donc les côtés AE, AC, 
sont égaux ; donc, 2 ° deux obliques qui s’écartent également 
de la perpendiculaire sont égales. 

3° Dans le triangle DFA la somme des lignes AC, CF, 
’pr. 8. est plus petite* que la somme des côtés AD, DF; donc AC, 
moitié de la ligne ACF, est plus courte que AD, moitié de 
ADF ; donc 3°, les obliques qui s'écartent le plus de la per- 
pendiculaire sont les plus longues. 

Corollaire I. La perpendiculaire mesure la vraie distance 
d’un point à une ligne, puisqu’elle est plus courte que 
toute oblique. 

II. D’un même point on ne peut mener à une même 
ligne trois droites égales : car si cela était, il y aurait d’un 
même côté de la perpendiculaire deux obliques égales, ce 
qui est impossible. 

PROPOSITION XVII. 

THÉORÈME. 

Si par le point C, milieu de la droite AB, on élève 
la perpendiculaire EF sur celle droite, i° chaque 
point de la perpendiculaire sera également distant 
des deux extrémités de la ligne AB ; a° tout point 
situé hors de la perpendiculaire sera inégalement dis- 
tant des memes extrémités A et B. 

p Car, i° puisqu’on suppose AC = CB, 

é les deux obliques AD, DB, s’écartent éga- 
lement de la perpendiculaire; donc elles 
sont égales. Il en est de même des deux 
obliques AE, EB, des deux AF, Flî, etc.; 
donc t°, tout point de la perpendiculaire 
est également distant des extrémités A 
e et B. 
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a 0 Soit 1 un point hors de la perpendiculaire; si on joint 
IA, IB, l'une de ces lignes coupera la perpendiculaire en 
D, d’où tirant DB, on aura DB = DA. Mais la ligne 
droite IB est plus petite que la ligne brisée ID+-DB, et 
ID-+-DB=ID-I-DA=IA; donc IBcIA; donc 1 °, tout point 
hors de la perpendiculaire est inégalement distant des ex- 
trémités A et B. 

Remarque. On appelle lieu géométrique une ligne dont 
tous les points jouissent d’une propriété commune, à l’ex- 
clusion de tous les autres points du plan. 

La ligne EF est donc le lieu géométrique des points éga- 
lement distants des points A et B. 

PROPOSITION XVIII. 

THB0KÈMJ3. 

Deux triangles rectangles sont égaux lorsqu'ils ont 
R hypoténuse égale et un côté égal. 

® Soit l'hypoténuse AG 

= DF; et le côté AB — 

DE, je dis que le trian- 
e 1 gle rectangle ABC sera 

égal au triangle rectangle DEF. 

L’égalité serait manifeste si le troisième côté BC était égal 
au troisième EF : supposons, s’il est possible, que ces côtés 
ne soient pas égaux, et que BC soit le plus grand. Prenez 
BG=EF, et joignez AG. Le triangle ABG est égal au triangle 
DEF ; car l'angle droit B est égal à l’angle droit E, le côté 
AB=DE, et le côtéBG=EF ; donc ces deuxtriangles sont 
égaux *, et on a par conséquent AG= DF'; mais, parhypo- *pr.5. 
thèse, DF=rAC; donc AG=AC. Mais l’oblique AC ne peut 
être égale à AG *, puisqu’elle est plus éloignée de la per- *P r - l6 - 
pendiculaire AB; donc il est impossible que BC diffère de 
EF; donc le triangle ABC est égal au triangle DEF. 
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PROPOSITION XIX. 


THEOREME. 


Deux triangles rectangles sont égaux quand ils ont 
V hypoténuse égale et un angle égal. 

A i) Soit AG = DF et l’angle A = D, je 

porte DEF sur ABC , de manière que 
DF s’applique sur AC; l’angle D étant 
égala l’angle A, DE prendra la direc- 
F tion AB, et en même temps FE pren- 
dra la direction CB, car autrement on pourrait du point C 
abaisser deux perpendiculaires sur AB. Le point E tombera 
donc en B , elles deux triangles coïncideront parfaitement. 



PROPOSITION XX. 

THÉORÈME. 


i ° Tout point M pris sur la bissectrice (*) d'un angle 
BAI) est également distant des côtés de cet angle. 

a° Tout point M pris dans l'angle BAD, et égale- 
ment distant des côtés AB, AD, appartient à la bissec- 
trice de cet angle. 

i° Abaissez du point M, les droites MD 
et MC, respectivement perpendiculaires sur 
AD et sur AB ; les triangles rectangles MAD, 
MAC sont égaux, car ils ont l'hypoténuse 
MA commune, et les angles MAD, MAC, 
égaux par hypothèse; donc MD — MC. 

i° Réciproquement, si les perpendiculaires MD, MC, 
sont égales, les triangles rectangles MAD, MAC, seront en- 
core égaux, comme ayant l’hypoténuse MA commune, 

(•) La bissectrice d’on angle est la ligne qni divise cet angle en deux partie.' 
égales. 
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et les côtés MD, MC, égaux par hypothèse; donc l’angle 
MAD = MAC. 

Il résulte de là que tout point pris dans l’angle BAD, 
hors de la bissectrice AM, est inégalement distant des deux 
côtés. 

Scolie. La bissectrice d’un angle est le lieu géométrique 
des points situés dans l’intérieur de cet angle, qui sont 
également distants de ses côtés. 


THÉORIE DES PARALLÈLES. 


PROPOSITION XXI. 

THÉORÈME. 

M • 

7\ Deux droites AC, BD, perpendiculaires 

l \ B sur une même droite CD, sont parallèles. 

Car, si elles se rencontraient en un point M, 
par exemple, on pourrait de ce point abaisser 
— c ,y deux perpendiculaires sur CD. 

PROPOSITION XXII. 

THÉORÈME. 

Par un point on peut mener une parallèle à une 
droite. 

A R- Du point A abaissez AB perpendiculaire 

sur BC, et au même point menez AD per- 
it 7 f pendiculaire sur AB les deux droites AD et 

BC, étant toutes deux perpendiculaires sur AB, seront pa- 
rallèles. 

On admettra en second lieu, comme une proposition 
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évidente, que par un point on ne peut mener qu'une seule 
parallèle à une droite. 

PROPOSITION XXIII. 

THÉORÈME. 

Si deux droites CD, AB, sont parallèles, toute droite 
FH perpendiculaire sur l'une d’elles AB est perpendi- 
culaire sur l’autre CD. 

C X» Il est-d’abord évident que FH doit 

1 rencontrer CD ; autrement on pour- 

rait par le point F mener deux pa- 
A P B rallèlcs à CD. Enfin CD est perpen- 

diculaire sur FH; car, si la ligne CD était oblique sur FH, 
on pourrait au point H élever une perpendiculaire sur FH, 
laquelle serait parallèle à AB, et l'on aurait ainsi deux 
droites passant par le point H et parallèles à AB. 

PROPOSITION XXIV. 

THÉORÈME. 


Deicv droites AB, CD, parallèles à une troisième EF 
sont parallèles entre elles. 
v b Car, si les droites AB, CD, se ren- 

^>M contraient en un point M, on pour- 
c d rait par ce point mener deux parallèles 

E * à EF. 


DEFINITIONS. 



Lorsque deux droites AB, CD, sont cou- 
pées par une transversale EF, il y a huit 
angles formés aux points d’intersection 
G et H. 

Les quatre angles (i), (4), (5), (8), 
compris entre les deux droites AB et CD, 
sont appelés angles internes. Les quatre 
autres sont appelés angles externes. 
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Deux angles tels que (i) et (5), situés de payt et d’autre 
de la sécante, internes et non adjacents, sont appelés al- 
ternes-intemes. 

Deux angles tels que (8) et (a), situés d’un même côté 
de la sécante , l’un interne, l’autre externe et non adjacents, 
sont appelés angles correspondants. 

Enfin des angles tels que (p) et (6), situés de part et d’au- 
tre de la sécante, externes et non adjacents, sont appelés 
alternes-externes. 


PROPOSITION XXY. 


THEOREME. 


Deux parallèles forment avec une transversale : 
i° Des angles a/ternes-internes éeaux : 
o° Des angles alternes-externes égaux; 

3° Des angles correspondants égaux ; 
f\° Des angles intérieurs d’un mente côté de x la sé- 
cante , dont la somme est égale à deux droit ^ 

r,. i° Soient les parallèles AB, CD} coupées 
A m T./ b P ar l a transversale GH. Du poin* O, mi- 

lieu de EF, abaissez OM perpendiculaire 
—g sur AB ; cette ligne sera également per- 
pendiculaire sur CD. Les triangles rectan, 
gles MOE, ONF, sont, égaux, car les hypoténuses OE, OF ; 
sont égales par construction, et les angles MOE, FON, 
sont égaux comme opposés par le sommet. De l'égalité de 
ces triangles on conclut que les angles alternes-internes 
MEO, OFN sont égaux. 

On voit aussi par là que les angles BEF, EFC, sont égaux, 
car ces angles sont respectivement les suppléments des an- 
gles MEO, OFN. 

2 ° Les angles alternes-externes GEB, CFH, sont égaux , 
car ils sont opposés par le sommet aux angles alternes-in- 
ternes MEO, OFN. 
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3° Les angles correspondants GEB, EFD, sont égaux, car 
GEB=AEF, et AEF=EFD. 

4° La somme des angles BEF*, EFD est égale à deux droits, 
car on aBEF+AEF = 2 dr , et AEF= EFD. 

PROPOSITION XXVI. 

THÉORÈME. 

Réciproquement, si deux droites font arec une trans- 
versale 

Des angles altenws-internes égaux, 

Ou des angles alternes-externes égau.r , 

Ou des angles correspondants égaux , 

Ou des angles intérieurs d'un me'rne côté de la sé- 
cante, dont la somme soit égale à deux droits , 

Ces droites sont parallèles. 

q. 1 ° Soient les deux droites AB, CD, 

/ ^-K coupées par la transversale GH; si les 

I! angles alternes-internes AEF, EFD, sont 
égaux, AB sera parallèle à CD. Autre- 
C y jt ü ment on pourrait par le point E mener 

h une parallèle El à CD; mais alors les 

angles IEF, EFD, seraient égaux comme alternes-in- 
ternes, et comme par hypothèse AEF = EFD, on aurait 
AEF = IEF ,. ce qui est absurde. 

2 ° Si les angles alternes-externes GEB, CFH, sontégaux, 
les angles AEF, EFD, qui sont opposés par le sommet aux 
premiers, seront égaux, et, d’après ce qui vient d’être démon- 
tré, Ab sera parallèle à CD. 

3° Si les angles correspondants GEB, EFD, sont égaux, 
comme GEB est égal à AEF, on aura AEF =EFD; donc 
AB est parallèle à CD. 

4° Si la somme des angles BEF, EFD, est égalé à deux 
droits, comme BEF-f-AEF= 2 <1 '', on en conclut AEF=zEFD; 
donc AB est parallèle à CD. 


: *[; 
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PROPOSITION XXVII. 

THÉORÈME. 


Deux angles qui ont leurs côtés parallèles sont égaux 
ou supplémentaires . 


-k 


L 


i° Soient ABC, DEF, deux angles dont 
les côtés sont parallèles et dirigés dans le 
même sens. Ces angles seront égaux. En 
"c effet, les angles DLC, DEF, sont égaux 
comme angles correspondants. Mais, par la 
1 même raison, DLC = ABC; donc ABC = 
DEF. 


a° Soient deux angles ABC, MEN, dont les côtés sont 
parallèles, mais dirigés en sens contraire, ces angles seront 
égaux ; car MEN == DEF et DEF = ABC. 

3° Enfin deux angles ABC, DEM, dont les côtés sont 
parallèles, mais dont deux côtés BA et ED sont dirigés 
dans le même sens, et les deux autres BC et EM en sens 
contraire, sont supplémentaires; car DEM est le supplé- 
ment de DEF, et DEF = ABC. 


PROPOSITION XXVIII. 

THÉORÈME. 


Si deux angles ont leurs côtés perpendiculaires 
chacun à chacun, ces angles seront égaux ou sup- 
plémentaires. 

j, Soient BAC, DEF, deux angles 
dont les côtés sont perpendiculai- 
res chacun à chacun. Menons par 
E le point A une ligne AI, perpendi- 
\ culaire à AB, et une droite AH, per- 
■G pendiculaire à AC; les droites AI, 
AH, seront respectivement parallèles aux droites DE, EF, 
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et dirigées dans le même sens; donc l’angle IAH est égal à 
DEF; mais on a IAH+HAB= 
et BAC+H AB= i Jr- 

donc IAH = BAC. 

Scolie. Si on considérait l’angle formé par la droite EF 
et le prolongement de DE, on verrait que l’angle FEG est 
supplémentaire de l’angle BAC. 

PROPOSITION XXIX. 

THÉORÈME. 

La somme des trois angles d’un triangle est égale a 
deu x amiles droits. 

O 

B E Menez AE parallèle à BC, et prolongez 
/ \ / AC; les angles ACB, EAD, sont égaux 

/ comme angles correspondants , par rap- 

C A Dport aux parallèles BC, AE, coupées par 
la transversale AC. Les angles CBA,BAE, sont aussi égaux 
comme angles alternes-internes , par rapport aux paral- 
lèles BC , AE, et à la sécante AB; donc la somme des 
angles du triangle est égale à la somme des trois angles 
CAB, BAE, EAD, formés autour du point A, d’un même 
côté de la droite AC. Or, cette dernière somme est égale 
à 2 droits; donc la première est égale à 2 droits. 

Corollaire I. Dans tout triangle il ne peut y avoir qu’un 
angle droit, et à plus forte raison qu’un angle obtus. 

II. Dans tout triangle rectangle, la somme des deux 
angles aigus est égale à un droit. 

III. Quand on connaît deux angles d’un triangle ou sim- 
plement leur somme, on obtient le troisième en retran- 
chant cette somme de deux droits. 

IV. L’angle extérieur BAD , formé par le côté BA et 
le prolongement de AC, est égal à la somme des deux 
angles intérieurs CBA, BCA. 
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PROPOSITION XXX. 

THÉORÈME. 

La somme îles angles intérieurs il’ un polygone con- 
vexe est égale à autant de fois deux angles droits qu’il 
y a de côtés , moins deux. 

g Par un des sommets A, menons des dia- 
gonales à tous les sommets non adjacent? : 
D le polygone sera décomposé en autant de 
triangles qu’il y a de côtés moins deux ; car 
ces différents triangles peuvent être consi- 
dérés comme ayant pour sommet commun 
le point A, et pour bases les différents côtés 
du polygone, excepté les deux triangles extrêmes qui con- 
tiennent chacun deux côtés du polygone. On voit aussi 
que la somme des angles de ces triangles est égale à la 
somme des angles du polygone ; donc cette dernière somme 
est égale à autant de fois deux droits qu’il y a de côtés, 
moins deux. Si l’on représente par n le nombre de côtés 
du polygone, la somme des angles sera : 
a X (« — 2) ou 2 n — 4 - 



PROPOSITION XXXI. 

THÉORÈME. 

Les côtés opposés il an parallélogramme sont égaux, 
ainsi que les angles opposés. 

C Tirez la diagonale BD : les deux 
triangles ADB, DBC, ont le côté com- 
mun BD; de plus, à cause des paral- 
lèles AD, BC, l’angle ADB=DBC*, * pr . j 5. 
et, à cause des parallèles AB, CD, l’angle ABD = BDC; 
donc les deux triangles ADB , DBC , sont égaux * ; donc le *pr. ». 
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côté AB, opposé à l’angle ADB, est égal au côté DC, op- 
posé à l’angle égal DBC, et pareillement le troisième côté 
AD est égal au troisième BC; donc les côtés opposés d'un 
parallélogramme sont égaux. 

En second lieu , de l’égalité des mêmes triangles il s’en- 
suit que l’angle A est égal à l’angle C, et aussi que l’an- 
gle ADC, composé des deux angles ADB, BDC, est égal à 
l’angle ABC, composé des deux angles DBC, ABD; donc 
les angles opposés d’un parallélogramme sont égaux. ^ 
Corollaire I. Donc deux parallèles AB, CD, comprises 
entre deux autres parallèles ÀD, BC, sont égales. 

Corollaire II. Deux parallèles sont partout également 
distantes. 

ch G D Car CD et AB étant parallèles, abaissez 
des points H et G, HF et GE, perpendicu- 

x — y J — j, laires sur AB, ces droites seront parallèles, 

et seront égales comme étant comprises entre parallèles. 

PROPOSITION XXXII. ■ 

THÉORÈME. 

Si dans un quadrilatère ABCD les côtés opposés 
sont égaux, en sorte qu’on ait AB=CD, et AD— BC, 
les côtés égaux seront parallèles , et la figure sera un 
parallélogramme. 

Car, en tirant la diagonale BD, les 
deux triangles ABD, BDC, auront 
les trois côtés égaux chacun à cha- 
cun ; donc ils seront égaux; donc 
l’angle ADB, opposé au côté AB, est égal à l’angle DBC, 
*pr. aC. opposé au côté CD; donc * le côté AD est parallèle à BC. 
Par une semblable raison, AB est parallèle à CD; donc le 
quadrilatère ABCD est un parallélogramme. 
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PROPOSITION XXXIII. 
théorème. 




Si deux côtes opposés AB, CD, d’un quadrilatère 
•sont égaux et parallèles, les deux autres côtés seront 
pareillement égaux et parallèles , et la figure ABCD 
sera un parallélogramme. 

iy- -, c tirée la diagonale BD ; puisque 

/ AB est parallèle à CD, les angles alter- 
/ \/ nes-internes ÀBD, BDG, sont égaux* : 

~~ " d’ailleurs le côté AB = DC , le côté DB 
est commun , donc le triangle ABD est égal au triangle 
DBG*; donc le côté AD =BC, l’angle ADB = DBC, et 
par conséquent AD est parallèle à BC; donc la figure 
ABCD est un parallélogramme. 


PROPOSITION XXXIV. 

THÉORÈME. 

Les deux diagonales AC, DB, dé un parallélogramme 
se coupent mutuellement en deux parties égales. 

Car, en comparant le trian- 
gle ADO au triangle COB , on 
trouve le côté AD = CB, l’an- 
gle ADO=CBO*; et l’angle 
DAO = OCB; donc ces deux 
triangles sont égaux*; donc AO, côté opposé à l’angle « 
ADO , est égal à OC , côté opposé à l'angle OBC ; donc 
aussi DO = OB. 

Scolie. Dans le cas du losange, les côtés AB, BC, 
étant égaux, les triangles AOB, OBC, ont les trois côtél 
égaux chacun à chacun, et sont par conséquent égaux; d’où 
il suit que 1 angle AOB z= BOC, et qu’ainsi les deux diago- 
nales d'un losange se coupent mutuellement à angles droits. 



* pr ii. 

* pr. S. 


pr. ai. 
pr. (J. 
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LIVRE IL 

LE CERCLE ET LA MESURE DES ANGLES. 


DEFINITIONS. 



I. La circonférence du cercle est une 
ligne courbe, dont tous les points sont éga- 
lement distants d’un point intérieur qu’on 
appelle centre. 

Le cercle est la portion de plan terminée 
par cette ligne courbe. 

IL Toute ligne droite CA, CE, CD, etc., menée du cen- 
tre à la circonférence, s’appelle rayon; toute ligne, comme 
AB, qui passe par le centre, et qui est terminée de part et 
d’autre à la circonférence , s'appelle diamètre. 

En vertu de la définition du cercle, tous les rayons sont 
égaux; tous les diamètres sont égaux aussi, et doubles du 
rayon. 

III. On appelle arc une portion de circonférence telle 
que FHG. 

La corde ou sous-tendante de l’arc est la ligne droite FG 
qui joint ses deux extrémités. 

IV. Segment est la surface ou portion de cercle comprise 
entre l’arc et la corde. 

N. B. A la même corde FG répoudent toujours deux arcs FHG, FEG, et par con- 
séquent aussi deux segments; mais c’est toujours le plus petit dont on entend 
parler f à moins qu'on n’exprime le contraire. 

V. Secteur est la partie du cercle comprise entre un arc 
DE et les deux rayons CD, CE, menés aux extrémités de 
cet arc. 
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VI. On appelle ligne inscrite dans le cercle, 
celle dont les extrémités sont à la circonfé- 
jjcrence, comme AB; 

Angle inscrit, un angle tel que BAC, dont 
le sommet est à la circonférence, et qui est formé par 
deux cordes ; 

Triangle inscrit , un triangle tel que BAC, dont les trois 
angles ont leur sommet à la circonférence ; 

Et en général figure inscrite , celle dont tous les angles 
ont leurs sommets à la circonférence; en même temps on 
dit que le cercle est circonscrit à cette figure. 

A ^ j Vil. On appelle sécante une ligne qui 

rencontre la circonférence en deux points : 
telle est AB. 

c M ^ VIII. Tangente est une ligne qui n’a 
qu’un point de commun avec la circonférence : telle est CD. 

Le point commun M s’appelle point de contact. 

IX. Pareillement deux circonférences sont tangentes 
l’une à l’autre, lorsqu’elles n’ont qu’un point de commun. 

X. Un polygone est circonscrit à un cer- 
cle, lorsque tous ses côtés sont des tangen- 
tes à la circonférence; dans le même cas 
on dit que le cercle est inscrit dans le po- 
lygone. 




N. B. On appelle en général 
tangente à une courbe la limite des 
positions que prend une sécante 
AB qui tourne autour d'un point A 
de la courbe, jusqu'à ce qn’uu se- 
cond point de section vienue sc 
confondre avec le premier. 

Si la courbe est fermée, et ne peut être rcncoutrce par une droite en plus 
de deux points, comme le cercle par exemple, il est évident que, lorsque les 
deux poiuts d'intersection seront réunis eu un seul, la droite n'aura plu* qu’un 
point commun avec la courbe, et l'on pourra, si l’on veut, appeler tangente une 
droite qui n'a qu’un point commun avec la courbe. Mai* la première définition 
convient seule à toutes les courbes, et, même eu la restreignant au cercle, elle 
a l’avantage de montrer des analogies remarquables entre plusieurs théorèmes. 
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PROPOSITION PREMIERE. 


THEOREME. 


Tout diamètre. AB divise le cercle et sa circonfé- 
rence en deux parties égales. 

y Car si on applique la figure AEB sur AFB , 

© en conservant la base commune AB, il fau- 
B dra que la ligne courbe AEB tombe exacte- 
ment sur la ligne courbe AFB, sans quoi il 
® y aurait dans l'une ou dans l’autre des points 
inégalement éloignés du centre, ce qui est contre la défi- 
nition du cercle. 


PROPOSITION II. 


THEOREME. 


• V 


Toute corde est plus petite que le diamètre. 

Car, si aux extrémités de la corde AD on 
mène les rayons AC, CD, on aura la ligne 
1 droite AD < AC CD, ou AD < AB. 

Corollaire. Donc la plus grande ligne droite 
qu’on puisse inscrire dans un cercle est égale à son dia- 
mètre. 

PROPOSITION III. 



THEOREME. 


Une ligne, droite ne peut rencontrer une circonfé- 
rence en plus de deux points. 

Car, si elle la rencontrait en trois, ces trois points seraient 
également distants du centre; il y aurait donc trois droites 
égales menées d’un même point sur une même ligne droite, 
♦ 16,1. ce qui est impossible *. 


/ 
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A PROPOSITION IV. 


THEOREME. 



Dans un même cercle ou dans des cercles égaux , 
les arcs égaux sont sous-tendus par des cordes égales, 
et réciproquement les cordes' égales sous-tendent des 
arcs égaux. 

B — ° — Le rayon AG étant égal au 

rayon EO , et l’arc AMD égal à 
» l’arc ENG, je dis que la corde 
AD sera égale à la corde EG. 

Car, le diamètre AB étant égal au diamètre EF, le demi- 
cercle AMDB pourra s’appliquer exactement sur le demi- 
cercle ENGF, et la ligne courbe AMDB coïncidera entière- 
ment avec la ligne courbe ENGF. Mais on suppose la 
portion AMD égale à la portion ENG ; donc le point D 
tombera sur le point G ; donc la corde AD est égale à la 
corde EG. 

Réciproquement, en supposant toujours le rayon AC= 
EO, si la corde AD=EG, je dis que l’arc AMD sera égal à 
l’arc ENG. 

Car, en tirant les rayons CD, OG, les deux triangles ACD, 
EOG, auront les trois côtés égaux chacun à chacun, savoir : 
AC = EO, CD=OG, et AD =EG; donc ces triangles sont 
égaux* ; donc l'angle ACD = EOG. Mais en posant le demi- 
cercle ADB sur son égal EGF, puisque l’angle ACD = EOG, 
il est clair que le rayon CD tombera sur le rayon OG, et le 
point D dür le point G ; donc l’arc AMD est égal à l’arc 
ENG. 

PROPOSITION V. 

THÉORÈME. 

Dans le même cercle ou dans des cercles égaux, 
un plus grand arc est sous-tendu par une plus grande 

3 


ii, t 
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corde, et réciproquement , si toulejois les arcs dont 
il s’agit sont moindres qu’une demi-circonférence. 

Car, soit l'arc AH plus grand 
que ENG; prenons l’arc AMD = 
ENG, les cordes AD, EG, seront 
égales. Enfin menons les rayons 
DC, CH : les deux côtés AC, CH, 
du triangle ACH sont égaux aux deux côtés AC, CD, du 
triangle ACD; l’angle ACH est plus grand que ACD; donc 
•le troisième côté AH est plus grand que le troisième côté 
AD ; donc aussi AH est plus grand que EG. 

Réciproquement , si la corde AH est plus grande que 
EG, l’arc AMH sera plus grand que ENG; car si AMH 
était égal à ENG , la corde AH serait égale à EG , ce qui 
est contre l’hypothèse; et si l’arc AMH «tait plus petit que 
ENG , la corde AH serait plus petite que EG, ce qui est 
encore contre la supposition. 

Scolie. Nous supposons que les arcs dont il s’agit soient 
moindres qu’une demi- circonférence ; s’ils étaient plus 
grands,, la propriété contraire aurait lieu. 

PROPOSITION VI. 


THEOREME. 


Le rayon CG, perpendiculaire à une corde AB , di- 
vise cetle corde et l’arc sous-tendu AGB, chacun en 
deux parties égales. 

Menez les rayons CA, CB; ces rayons 
sont, par rapport à la perpendiculaire CD, 
deux obliques égales; donc ils s’écartent éga- 
lement de la perpendiculaire 11 ; donc AD=DB. 

En second lieu, puisque AD = DB, CG 
est une perpendiculaire élevée sur le milieu 
*17, 1. de AB; donc* tout point de cette perpendiculaire doit 
être également distant des deux extrémités A et B. Le point 


* 16, 1. 
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G est un île ces points; donc la distance AG = BG. Mais, 
si la corde AG est égale à la corde GB, l’arc AG sera égal 
à lare GB*; donc le rayon CG, perpendiculaire à la corde * pr. 4 . 
AB, divise 1 arc sous-tendu par cette corde en deux parties 
égales au point G. 

Scolie. La droite CG passe par le centre , par le milieu 
de la corde , par le milieu de l’arc; enfin elle est perpendi- 
culaire sur la corde. Or deux de ces conditions suffisent 
pour déterminer la position d’une droite; donc toute ligne 
droite qui sera assujettie à deux de ces conditions remplira 
nécessairement les deux autres. 

Ainsi la perpendiculaire élevée sur le milieu de la corde 
passera par le centre et par le milieu de l’arc , et ainsi de 
suite. 

PROPOSITION VII. 

THÉORÈME. 



Par trois points À , B , C , non en ligne droite. , on 
peut toujours faire passer une circonférence, mais 
on n en peut faire passer qu’une. 

Joignez AB, BC, et par les milieux de 
ces droites élevez les perpendiculaires DE, 
FG : je dis d’abord que ces deux lignes se 
rencontreront. 

Car, si les droites DE,FG, étaient paral- 
lèles, les lignes BA, BC, menées par le point 
B perpendiculairement à ces parallèles, seraient dans le 
prolongement l’une de l’autre ; ce qui est contre l’hypo- 
thèse. 

Maintenant le point de concours O des deux droites DE, 
FG, appartenant à la perpendiculaire DE , est à égale 
distance des deux points A et B ; le même point O, apparte- 
nant à la perpendiculaire FG, est à égale distance des deux 
points B et C.; donc les trois distances OA,OB, OC, sont 
/ 3 . 
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égales ; donc la circonférence décrite du centre O et du 
rayon OB passera par les trois points A, B, C. 

Je dis de plus qu'aucune autre circonférence ne peut 
passer par ces trois points : car, s’il en existait une, son cen- 
tre devrait se trouver à la fois sur les lignes DE et FG ; or 
ces deux droites ne peuvent se couper qu’en un point; 
donc, etc. 

Corollaire I. La perpendiculaire élevée sur le milieu de 
AC passera par le point O , puisque ce point est à égale 
distance des points A et C; donc les perpendiculaires 
élevées sur les milieux des côtés d'un triangle se coupent en 
un même point. 

II. Deux circonférences ne peuvent avoir plus de deux 
points communs sans se confondre. 

PROPOSITION VIII. 

THÉORÈME. 


Deux cordes égales sont également éloignées du 
centre ; et, de dette cordes inégales , la plus petite est 
la plus éloignée du centre. 



i° Soit la corde AB=DE : divisez ces 
cordes en deux par les perpendiculaires 
CF, CG, et tirez les rayons CA , CD. 

Les triangles rectangles CAF, DCG. 
ont les hypoténuses CA, CD, égales ; de 
plus le côté AF, moitié de AB , est égal 


au côté DG, moitié de DE; donc ces triangles sont 


* 18 , x. égaux*, et le troisième côté CF est égal au troisième CG; 
donc, i° les deux cordes égales AB, DE, sont également 


éloignées du centre. 

a° Soit la corde AH plus grande que DE, l’arc AKH 


* pr. 5. sera plus grand que l’arc DME * : sur l’arc AKH prenez la 
partie AN B = DME, tirez la corde AB, et abaissez CF 
perpendiculaire sur cette corde, et CI perpendiculaire 
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sur AH ; il est clair que CF est plus grand que CO, et CO 
plus grand que CI ; donc à plus forte raison CF > CI. 
Mais CF= CG, puisque les cordes AB, DE, sont égales; 
donc ori a CG>CI; donc, de deux cordes inégales, la plus 
petite est la plus éloignée du centre. 

PROPOSITION IX. 

THÉORÈME. 

La perpendiculaire BD, menée à V extrémité du 
rayon CA, est une tangente il la circonférence. 

* a b d Car toute oblique CE est plus longue 
que la perpendiculaire CA; donc le point 
E est hors du cercle; donc la ligne BD 
n’a que le point A commun avec la cir- 
conférence; donc BD est une tangente. 

Réciproquement. Le rayon CA, mené au point de contact 
de la tangente BD, est perpendiculaire sur cette tangente. 

Car tous les points de cette ligne, à l'exception du point A, 
étant extérieurs à la circonférence, le rayon CA sera la ligne 
la plus courte qu’on puisse mener du point C à la droite 
BD, et par conséquent sera perpendiculaire à cette droite. 

Corollaire. Par un point A pris sur la circonférence on 
ne peut mener qu’une seule tangente. 

PROPOSITION X. 

THÉORÈME. 



Deux parallèles AB, DE , interceptent sur la cir- 
conférence des arcs égaux MN, PQ. 

11 peut arriver trois cas: 
i° Si les deux parallèles sont sécan- 
tes, menez le rayon CH perpendiculaire 
à la corde MP, il sera en même temps 
perpendiculaire à sa parallèle NQ; donc 
le point H sera à la fois le milieu de 
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• 6. l’arc MHP et celui de l’arc NHQ*; on aura donc l’arc 
MH HP, et l'arc NH = HQ : de là résulte MH — NH 
=HP — HQ, c’est-à-dire MN=PQ. 

a" Si des deux parallèles AB, DE, 
— l’une est sécante, l’autre tangente, au 
~ B point de contact H menez le rayon CH; 
ce rayon sera perpendiculaire à la tan- 
gente DE*, et aussi à sa parallèle MP. 

Mais, puisque CH est perpendiculaire à 

la corde MP, le point H est le milieu 
de l’arc MHP; donc les arcs MH , HP, compris entre les 
parallèles AB, DE, sont égaux. 

3“ Enfin si les deux parallèles DE, IL, sont tangentes, 
l’une en h, r autre en K , menez la sécante parallèle AB : 
vous aurez, par ce qui vient d’ètre démontré, MH = HP et 
MK = KP; donc l’arc entier HMK = HPK, et de plus on 
voit que chacun de ces arcs est une demi-circonférence. 


* 9 - 



PROPOSITION XI. 


THEOREME. 


Si deiuz circonférences ont un />oint commun A en 
dehors de la li"tie CC' qui unit leurs centres , elles 
ont un deuxième point commun A' situé sur la per- 
pendiculaire AB à CC', et à la même distance de cette 
droite que le point A. 

a. En effet, A'B étant égal à AB, les droites 

CA, CA', seront égales comme obliques s’é- 

c < — .\ c cartant également du pied de la perpendi- 

culaire CB à la droite AA'. Donc le cercle 
k décrit du point C comme centre avec CA 
pour rayon passera par le point A’; on verrait de même 
que le cercle décrit du point C' compie centre avec C'A 
pour rayon , doit passer par le point A'. 

Corollaire I. Quand deux circonférences se coupent, la 
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ligne qui unit les centres est perpendiculaire sur le milieu, 
de la corde commune. 

II. Si deux circonférences sont tangentes, le point de 
contact est situé sur la ligne des centres ; car, s’il en était 
autrement, les circonférences auraient un second point 
commun, et par conséquent se couperaient. 

Deux circonférences ne peuvent occuper l’une par rap- 
port à l’autre que cinq positions différentes : elles peuvent 
être extérieures ou intérieures; elles peuvent se toucher 
extérieurement ou intérieurement, ou enfin se couper. 

Ns ‘ PROPOSITION XII. 

THÉOHHME. 

Si deux circonférences sont 
extérieures , la distance des 
centres est plus grande que 
la somme des rayons. 

Car on a CG' = CA C'A' 
4- AA', d’où CC' > CA + C'A'. 





PROPOSITION XIII. 

THÉORÈME. 

Si deux circonférences sont inté- 
rieures, la distance des centres est plus 
jjjji petite que la différence des rayons. 
Caron a CC'=CA — C'A ' — A'A,d’où 
CC' < CA — C'A’. 

PROPOSITION XIV. 

THÉORÈME. 

Si deux circonférences sont tan- 
gentes extérieurement, la distance 
des centres est égale à la somme 
des rayons. 

Car, le point de contact A étant 
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sur la ligne des centres, on a évidemment CC' = CA AC'. 


PROPOSITION XV. 


THEOREME. 



Si deux circonférences se touchent 
intérieurement, la distance des centres 
est égale à la différence des rayons. 

Car le point de contact A est sur la li- 
gne des centres, et l’on a CC' =CA — C'A.^/ 


PROPOSITION XVI. 

THÉORÈME. 

Si deux circonférences se coupent , la distance des 
centres sera en meme temps plus petite que la somme 
des rayons , et plus grande que leur différence. 

Car, en joignant les centres à l’un 
des points d’intersection A, on for- 
mera un triangle dans lequel la ligne 
des centres CC', et les rayons CA, C'A, 
seront les trois côtés; or on a vu que 
dans un triangle un côté quelconque est plus petit que la 
somme des deux autres, et plus grand que leur diffé- 
rence. 

Les réciproques des cinq propositions précédentes sont 
vraies, et se démontrent toutes de la même manière; par 
exemple, si la distance des centres est plus petite que la 
somme des rayons et plus grande que leur différence, les 
circonférences se coupent; car, si elles étaient éxtérieures 
ou intérieures, la distance des centres serait plus grande 
que la somme des rayons, ou plus petite que leur diffé- 
rence ; et si elles étaient tangentes, la distance des centres 
serait égale à la somme des rayons ou à leur différence. 
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PROPOSITION XVII. 

THÉORÈME. 

Dans le meme cercle ou dans des cercles égaux, les 
angles égaux ACB, DCE, dont le sommet est au centre, 
interceptent sur la circonférence des arcs égaux AB, DE. 

Réciproquement, si les arcs A B , DE, sont égaux, 
les angles ACB, DCE, seront aussi égaux. 

Car, i°si l’angle ACB est égal 
à l'angle DCE, ces deux angles 
pourront se placer l’un sur l’au- 
tre; eCconinie leurs côtés sont, 
égaux, il est clair que le point A 
tombera en D, et le point B en E. Mais alors l’arc AB doit 
aussi tomber sur l’arc DE; car, si les deux arcs n’étaient 
pas confondus en un seul, il y aurait dans l'un ou dans 
l’autre des points inégalement éloignés du centre, ce qui 
est impossible; donc l’arc AB = DE. 

2° Si on suppose AB= DE, je dis que l’angle ACB sera 
égal à DCE; car, si ces angles ne sont pas égaux, soit ACB 
le plus grand, et soit pris ACI = DCE; on aura, par ce qui 
vient d’être démontré, AI— DE : mais, par hypothèse, l’arc 
AB = DE; donc on aurait AI=AB, ou la partie égale au 
tout, ce qui est impossible; donc l’angle ACB= DCE. 

PROPOSITION XVIII. 

THÉORÈME. 



Dans un même cercle ou dans des cercles égaux , 
le rapport de deux angles au centre est le même que 
celui des arcs interceptés entre leurs côtés. 

Soient ACB, DCE, deux 
angles au centre de circonfé- 
rences égales. Je supposerai 
d’abord que les arcs AB et DE 
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aient une commune mesure, et qu’elle soit contenue 7 fois 
dans AB, et 4 fois dans DE; le rapport de AB à DE sera J. 

Maintenant, si l'on joint les points de division des deux 
arcs aux centres des circonférences, on voit que l’angle 
ACB sera divisé en 7 angles égaux entre eux comme com- 
prenant entre leurs côtés des arcs égaux, et que l’angle 
DCE contiendra 4 des mêmes angles. Le rapport des arcs 
AB et DE sera donc aussi 

Si les arcs AB et DE sont incom- 
mensurables, divisons l’arc DE en 
trois parties égales, par exemple, et 
supposons que l’arc AB contienne 
E 4 de ces parties avec un reste KB 
plus petit que l’une d'elles; le rapport de AB à DE est 
plus grand que 5 , et plus petit que 

Mais, si l’on join^ les centres C, F, aux points de division 
des arcs, on voit que l’angle DFE est divisé en trois parties 
égales, et que l’angle ACB contient 4 de ces parties, avec 
un reste KCB plus petit que l’une d’elles; le rapport des 
angles ACB, DFE, est donc aussi compris entre | et|; donc 
les rapports ACB : DFE, et AB : DE sont compris tous deux 
entre ^ et y. Mais, en divisant l’arc DE en io, 100, 1000... 
parties, on prouverait semblablement que ces rapports sont 
compris entre deux nombres consécutifs de dixièmes, de 

centièmes ; donc ces rapports sont égaux, car ou vient 

de prouver qu’ils sont compris entre des nombres dont 
la différence peut devenir aussi petite qu’on voudra. 


Mesure des angles. 

Mesurer une grandeur, c’est trouver le rapport de cette 
grandeur à l’unité de même espèce. La mesure d’un angle, 
en prenant pour unité l’angle droit, n’est, donc autrechose 
que le rapport de cet angle à un droit. 

Mais le théorème précédent montre qu’au rapport de 
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deux angles au centre, on peut substituer le rapport des 
arcs compris entre leurs côtés. Ainsi, au lieu de comparer 
directement un angle à l'angle droit, on pourra comparer 
l’arc compris entre ses côtés au quart de la circonférence; 
et c’est dans ce sens qu’on dit d’une manière abrégée 
qu’un angle au centre a pour mesure l’arc intercepté par 
ses côtés. 

Pour faciliter cette comparaison, on divise la circonfé- 
rence en 36 o parties égales appelées degrés, chaque degré 
en 60 minutes, chaque minute en 60", etc. 

Si l’arc intercepté par les côtés d'un angle au centre 
renferme 24 degrés, la mesure de cet angle sera ou 

Scolie. En répétant littéralement la démonstration du 
théorème précédent, on prouverait que deux secteurs pris 
dans des cercles égaux sont entre eux comme les arcs 
compris entre leurs côtés. 

PROPOSITION XIX. 

THÉORÈME. 


L’angle inscrit BAD a pour mesure fa moitié de 
l’arc BD compris entre ses côtés. 

Supposons d’abord que le centre du 
cercle soit situé dans l’angle BAD, on mè- 
nera le diamètre AE et les rayons CB, CD. 
L’angle BCE , extérieur au triangle ABC , 
est égal à la somme des deux intérieurs 
CAB, ABC* : mais, le triangle BAC étant 
isocèle, l’angle CAB = ABC; donc l’angle 
BCE est double de BAC. L’angle BCE, comme angle au 
centre, a pour mesure l’arc BE; donc l’angle BAC aura 
pour mesure la moitié de BE. Par une raison semblable, 
l’angle CAD aura pour mesure la moitié de ED; donc 
BAC + CAD ou BAD aura pour mesure la moitié de BE 
ED ou la moitié de BD. 



19. «. 


Digitized by Google 



44 


GÉOMÉTRIE. 




* 9 - 


Supposons, en second lieu, que le centre 
C soit situé hors de l’angle BAD : alors me- 
nant le diamètre AE, l’angle BAE aura pour 
mesure la moitié de BE, l’angle DAE la moi- 
tié de DE; donc leur différence BAD aura 
pour mesure la moitié de BE moins la moitié 
de ED, ou la moitié de BD. 

Donc tout angle inscrit a pour mesure la moitié de l’arc 
compris entre ses côtés. 

Corollaire I. Tous les angles BAC, BDC, 
etc., inscrits dans le même segment sont 
égaux, car ils ont pour mesure la moitié 
du même arc BOC. 

II. Tout angle inscrit dans le demi- 
cercle est un angle droit; car il a pour 
mesure la moitié de la demi-circonférence, ou le quart 
de la circonférence. 

III. Tout angle BAC, inscrit dans un segment plus grand 
que le demi-cercle, est un angle aigu; car il a pour mesure 
la moitié de l’arc BOC, moindre qu’une demi-circonférence. 

Et tout angle BOC, inscrit dans un segment plus petit que 
le demi-cercle, est un angle obtus; car il a pour mesure la 
moitié de l’arc BAC plus grand qu’une demi-circonférence. 

PROPOSITION XX. 

THEOREME. 

V angle BAC, formé par une tangente et une corde, 
a pour mesure la moitié de l’arc AMDC compris entre 
ses côtés. 

Au point de contact A menez le dia- 
mètre AD : l’angle BAD est droit*, il a 
pour mesure la moitié de la demi-circon- 
férence AMD; l’angle DAC a pour mesure 
la moitié de DC; donc BAD + DAC ou 
T: BAC a pour mesure la moitié de AMD, 



Digitized by Google 



LIVRE II. 


45 

plus la moitié de DC, ou la moitié de l’arc entier AMDC. 

On démontrerait de même que l’angle CAE a pour me- 
sure la moitié de l’arc AC compris entre ses côtés. 

PROPOSITION XXI. 

THÉORÈME. 

L'angle BAC, forme par les deux sécantes BE, AC, 
et dont le sommet est dans l'intérieur de la circonfé- 
rence , a pour mesure la moitié de l’arc compris entre 
ses côtés, plus la moitié de l’arc compris entre les pro- 
longements des mêmes côtés. 

En effet, l’angle BAC, extérieur au trian- 
gle AEC , est égal à la somme des angles 
AEC, ACE, qui ont respectivement pour 
mesure les arcs BC et DE. 

PROPOSITION XXII. 

THÉORÈME. 



L’angle BAC , formé par les deux sécantes AB, AC, 
et dont le sommet est hors de la circonférence, a pour 
mesure la moitié de l'arc concave BC, moins la moitié 
de l’arc convexe DE. 



Car l’angle A est égal à la différence 
des angles BDC, ABD, qui ont pour me- 
sure, le premier la moitié de BC, et le se- 
cond la moitié de DE. 

La proposition est encore vraie, lors- 
que l’un des côtés de l’angle ou bien les 
deux sont tangents à la circonférence, et 


la démonstration est la même. 
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Corollaire. L’arc de cercle BAC est le lieu 
3* géométrique des sommets des angles égaux 
a CDB, et dont les côtés passent par les 
points C et B. Car, i°toutangJe inscrit dans 
le segment BAC est égal à CDB ; 2 ° tout an- 
gle CMB dont le sommet est dans Tinté- 
rieur du segment est plus grand que CDB ; en effet, prolon- 
geons CM jusqu’à la circonférence en N, et joignons NB; 
l’angle CMB , extérieur au triangle MNB , est plus grand 
que l’angle intérieur MNB ; mais l’angle MNB=CDB, donc 
on a 

CMB > CDB. 


3° On verrait semblablement que tout angle CGB, dont le 
sommet est extérieur au segment, est plus petit que CDB. 


PROPOSITION XXIII. 

THÉORÈME. 


Dans tout quadrilatère inscrit AfâCD, les angles op- 
posés sont supplémentaires. 

X M En effet, les angles opposés ADC, ABC, 

ont ensemble pour mesure la moitié de la 
circonférence ABCD. 

Réciproquement, si, dans un quadrila- 
,J c tère, deux angles opposés ADC, ABC, sont 
supplémentaires, ce quadrilatère est ins- 



crîptible. 

En effet, faisons passer une circonférence par les trois 
points A, D, C : l’angle ADC aura pourmesure la moitié de 
l’arc AMC; donc l’angle ABC, qui est le supplément du pre- 
mier, a pour mesure la moitié de l’arc restant ADC, c’est- 
à-dire qu’il est égal à chacun des angles inscrits dans le 
segment AMC; or cecij ;'ne peut avoir lieu qu’autant que 
le point B est sur l’arc AMC. 
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Problèmes relatifs aux deux premiers livres. 

PROBLÈME PREMIER. 

Diviser la droite donnée A B eu deu.v parties égales. 
^ Des points A et B, comme centres, avec 

x E un rayon plus grand que la moitié de AB, 
j c décrivez deux arcs qui se coupent en D; le 
1 "point D sera également éloigné des points 
A et B. Marquez de même au-dessus ou ' 
au-dessous de la ligne AB un second point E également 
éloigné des points A et B ; par les deux points D, E, tirez 
la ligne DE. Je dis que DE coupera la ligne AB en deux 
parties égales au point C. 

Car, les deux points D et E étant chacun également éloi- 
gnés des extrémités A et B, ils doivent se trouver tous 
deux sur la perpendiculaire élevée sur le milieu de AB. 
Mais par deux points donnés il ne peut passer qu’une seule 
ligne droite; donc la ligne DE sera cette perpendiculaire 
elle-même qui coupe la ligne AB en deux parties égales au 
point C. 

PROBLÈME II. 

Par un point A , donné "sur la ligne BC, élever une 
perpendiculaire à cette ligne. 

^cjb Prenez les points B et C à égale distance 

de A; ensuite des points B et C, comme 

centres, et d’un rayonfplus grand que BA, 

K *' décrivez deux arcs qui se coupent en D , 
tirez AD qui sera la perpendiculaire demandée. 

Car le point D, étant également éloigné de B et de C, 
appartient à la perpendiculaire élevée sur le milieu de BC ; 
donc AD est cette perpendiculaire. 

Scolie. La même construction sert à faire un angle droit 
BAD en un point donné A sur une ligne donnée BC. 
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PROBLEME III. 


D’un point A , donné hors de la droite BD , abais- 
ser une perpendiculaire sur cette droite. 

A Du point A, comme centre, et d’un rayon 

suffisamment grand, décrivez un arc qui 
coupe la ligne BD aux deux points B et D; 
marquez ensuite un point E également dis- 
tant des points B et D, et tirez AE, qui sera 
la perpendiculaire demandée. 

Car les deux points A et E sont chacun également dis- 
tants des points B etD; donc la ligne AE est perpendicu- 
laire sur le milieu de BD. 




PROBLEME IV. 

du point A de la ligne AB, faire un angle égal à 
C angle donné R. 

Du sommet K. comme 

°\it „ „ ’ 

centre , et d un rayon a 
volonté, décrivez l’arc IL, 
B terminé aux deux côtés de 
l’angle; du point A, comme centre, et d’un rayon AB 
égal à RI, décrivez l'arc indéfini BO; prenez ensuite un 
rayon égal à la corde LI; du point B, comme centre, et 
de ce rayon, décrivez un arc qui coupe en D l'arc indé- 
fini BO; tirez AD, et l’angle DAB sera égal à l’angle 
donné K. 

Car les deux arcs BD,LI, ont des rayons égaux et des cor- 
des égales; donc ils sont égaux *; donc l’angle BAD = IKL. 

PROBLÈME V. 

Diviser un angle ou un arc donné en deux parties 
égales. 
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i° S’il faut diviser l'arc AB en deux par- 
ties égales, des points A et B, comme cen- 
tres, et avec un même rayon, décrivez deux 
gares qui se coupent en D; par le point D et 
par le centre C tirez CD, qui coupera l’arc 
AB en deux parties égales au point E. 

Car les deux points C et D sont chacun également 
distants des extrémités A et B de la corde AB ; donc la 
ligne CD est perpendiculaire sur le milieu de cette 
corde; donc elle divise l'arc AB en deux parties égales au 
point E *. 

a° S’il faut diviser en deux parties égales l’angle ACB, 
on commencera par décrire du sommet C, comme centre, 
l’arc AB, et le reste comme il vient d’être dit. Il est clair 
que la ligne CD divisera en deux parties égales l’angle ACB. 

Scolie. On peut, par la même construction, diviser cha- 
cune des moitiés AE, EB, en deux parties égales; ainsi 
par des subdivisions successives, on divisera un angle ou 
un arc donné en quatre parties égales, en huit, en seize, etc. 


• 6 . «. 


PROBLÈME VI. 

* \ 

Par un point donné A , mener une parallèle à ta 
ligne donnée BC. 

Du point A, comme centre, et 
d’un rayon suffisamment grand, dé- , 
privez l’arc indéfini EO ; du point E, 
comme centre, et du même rayon, 
décrivez l’arc AF, prenez ED = AF, et tirez AD, qui sera 
la parallèle demandée. 

Car, en joignant AE, on voit que les angles alternes-in- 
ternes AEF, EAD, sont égaux; donc les lignes AD, EF, 
sont parallèles *. . 2 6. i. 

Pour résoudre ce problème, on emploie plus ordinaire- 
ment l’équerre. 

4 
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L'équerre a la forme d'un triangle 
rectangle GDE ; on applique l'hypoté- 
,D'nuse sur la ligne CD, à laquelle il faut 
mener une parallèle par le point A, et 
le côté CE contre une règle fixe CM, 
puis on fait glisser l’équerre le long de 
la règle jusqua ce que l’hypoténuse passe par le point A; 
la droite AD' sera parallèle à CD ; car les angles correspon- 
dants DCM, AC'M, sont égaux. 



PROBLÈME VII. 

Deux angles A et B d’un triangle étant donnés , 
trouver le troisième. 

Tirez là ligne indéfinie DEF; faites 
au point E l’angle DEC=A, et l'an- 
gle CEH = B : l’angle restant HEF 
sera le troisième angle requis; car 
ces trois angles pris ensemble valent 

deux angles droits. 

PROBLÈME VIII. 



Étant donnés deux côtés B et C d un triangle et 
l'angle A qu’ils comprennent , décrire le triangle. 



Ayant tiré la ligne indéfinie DE, 
faites au point D l'angle EDF égal 
à l’angle donné A ; prenez ensuite 
DG = B, DH = C, et tirez GH; 
DGH sera le triangle demandé. 


PROBLÈME IX. 

Étant donnés un côté et deux angles dun triangle, 
décrire le triangle. 
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Les deux angles donnés seront ou 
tous deux adjacents au côté donné, ou 
lun adjacent, l'autre opposé : dans ce 
dernier cas, cherchez le troisième *, vous 'prob.;. 
® t aurez ainsi les deux angles adjacents. 

Cela posé , tirez la droite DE égale au côté donné, faites 
au point D l'angle EDF égal à l’un des angles adjacents, 
et au point E l'angle DF.G égal à l’autre; les deux lignes 
DF, EG, se couperont en H, et DF.H sera le triangle requis. 

problème x. 

Les trois côtés A, B, C, (C un triangle étant donnés, 
décrire le triangle. 

, y, Tirez DE égal au côté A ; du point E, 

/ ' ^ comme centre, et d’un rayon égal au se- 

/. cond côté B, décrivez un arc ; du point 

- B L , 1 

| U, comme centre, et d un rayon égal au 

[ B troisième côtéC, décrivez un autre arc 

\c qui coupera le premier en F ; tirez DF, 

EF, et DEF sera le triangle requis. 

Pour que le problème soit possible , il faut que les cir- 
conférences décrites des points D et F comme centres se 
coupent; ce qui exige* que le côté DE soit plus petit que 
la somme des deux autres côtés, et plus grand que leur 
différence. 

PROBLÈME XI. 

Étant donnés deux côtés A et B d’un triangle, arec 
l’angle C opposé au côté B , décrire le triangle. 

Il y a deux cas : i" si l’angle C est droit 
ou obtus, faites l’angle EDF égal à l’an- 
gle C; prenez DE = A; du point E, 
comme centre, et d’un rayon égal au 
côté donné B, décrivez un arc qui coupe 
en F la ligne DF ; tirez EF, et DEF sera 


* 16, a. 


le triangle demandé. 

D 


4 . 
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Il faut, dans ce premier cas, que le côté B soit plus grand 
que A, car l’angle C, étant droit ou obtus, est le plus grand 
des angles du triangle ; donc le côté opposé doit être aussi 
le plus grand. 

a" Si l’angle C est aigu, et que B soit 
/ plus grand que A, la même construc- 

l tion a toujours lieu, et DEF est le trian- 

F gle requis. 



Mais si, l'angle C étant aigu, le côté B 
est moindre que A, alors l’arc décrit du 
centre E avec le rayon EF = B coupera 
le côté DF en deux points F et G, situés 
du même côté de D ; donc il y aura deux 
triangles DEF, DEG, qui satisferont éga- 
lement au problème. 

Scolie. Le problème serait impossible dans tous les cas, 
si le côté B était plus petit que la perpendiculaire abaissée 



de E sur la ligne DF. 


PROBLÈME XII. 


Trouver le centre d’un cercle ou d’un arc donné. 

Prenez à volonté dans la circonférence 
ou dans l’arc trois points A, B, Cj joi- 
gnez ou imaginez qu’on joigne AB et 
BC, divisez ces deux lignes en deux 
parties égales par les perpendiculaires 
DE, FG; le point O, où ces perpendi- 
culaires se rencontrent, sera le centre cherché. 

Scolie. La même construction sert à faire passer une cir- 
conférence par les trois points donnés A, B, C, et aussi à 
décrirejune circonférence dans laquelle le triangle donné 
ABC soit inscrit. 
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PROBLÈME XIII. 



Par un point donné mener une, tangen te à un cercle 
donné. 


Si ie point donné A est sur la circonfé- 
rence, tirez le rayon CA, et menez AD per- 
pendiculaire à CA ; AD sera la tangente 
demandée*. *8, »• 


Si le point A est hors du cercle, joignez 
le point A et le centre par la ligne droite CA ; . 
divisez CA en deux également au point O ; 

| du point O, comme centre, et du rayon OC, 
décrivez une circonférence qui coupera la 
circonférence donnée au point B; tirez AB, 
et AB sera la tangente demandée. 

Car, en menant CB, l’angle CBA, inscrit dans lé demi- 
cercle, est un angle droit*; donc AB est perpendiculaire à *19, a. 
l’extrémité du rayon CB, donc elle est tangente. 

Scolie. Le point A étant hors du cercle, on voit qu’il 
y a toujours deux tangentes égales AB, AD, qui passent par 
le point A : elles sont égales, car les triangles rectangles 
CBA, CDA ont l’hypoténuse CA commune, et le côté 
CB= CD; donc ils sont égaux *;donc AD= AB, et en *is, 1. 
même temps l’angle CAD = CAB. 

problème xiv. 

Inscrire un cercle dans un triangle donné ABC. 

« Menez les bissectrices AO, BO des 

/ \ angles A et B ; ces droites se couperont 

»A-V en un point O, qui sera également dis- 

AC ° y x tant des trois côtés AB, AC, BC. 

a *' Si donc de ce point on abaisse les 


1 
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perpendiculaires OD, OF, OE sur les côtés du triangle, 
ces perpendiculaires seront égales, et la circonférence dé- 
crite du point O comme centre avec OD comme rayon sera 
tangente aux trois côtés. 

Remarque I. Le point O, étant également distant des cô- 
tés BC, AG, appartient à la bissectrice de l’angle C ; donc les 
trois bissectrices des angles d'un, triangle concourent en un 
même point. 

M IT. Si on mène les bissectrices des deux 

,0' an gles extérieurs MBC, BCN, leur point de 
concours O' sera le centre d’un cercle tan- 
gent au côté BC et aux prolongements des 
deux autres. 

On trouvera de la même manière les cen- 
tres O", O'" des deux autres circonférences tangentes à 
un des côtés du triangle et aux prolongements des deux 
antres. 

Il y a donc en général quatre circonférences tangentes à 
trois droites données. 



PROBLEME xv. 

Ï* I* !t * . .*• * * ! ‘ . 

Sur une droite donnée AB , décrire un segment 
capable de l'angle donné C, c’est-à-dire un segment 
tel que tous les angles qui y sont i/iscrits soient égaux 
à l'angle donné C. 

Prolongez AB vers D, faites au point B 
l’angle DBE=C, tirez BO perpendiculaire 
à BE, et GO perpendiculaire sur le milieu 
de AB; du point de rencontre O, comme 
centre, et du rayon OB, décrivez un cer- 
cle : le segment demandé sera AMB. 
Car, puisque BF est perpendiculaire à l'extrémité du rayon 
OB, BF est une tangente, et l’angle ABF a pour mesure la 
' 10, i. moitié de l’arc AKB * ; d’ailleurs l’angle AMB, comme an- 
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gle inscrit, a aussi pour mesure la moitié de l’arc AKB; 
«Jonc l’angle AMB=ABF=EBD = C ; donc tous les an- 
gles inscrits dans le segment AMD sont égaux à l'angle 
donné C. 

Scolie. Si l’angle donné était droit , le segment cherché 
serait le demi-cercle décrit sur le diamètre AB. 


PROBLÈME XVI. 

/ } ; 



Construire une tangente commune à (leux cii'cunfc- 
rences. 

i° Supposons le problème 
résolu, et soit AA' une tan- 
e commune extérieure aux 
circonférences. Menons 
CA, C'A' aux points 
de contact, et la droite C'B pa- 
rallèle à AA'. Les rayons CA, C'A', étant perpendiculaires 
sur AA', seront aussi perpendiculaires sur la droite C'B; 
cette dernière ligne sera donc tangente à une circonfé- 
rence décrite du point B comme centre, avec un rayon CB 
égal à CA — C'A'. 


On déduit de là la construction suivante : décrives 
une circonférence du point C comme centre, avec un 
rayon égal à CA — C'A', et menez par le point C' une 
tangente à cette circonférence. Connaissant le. point B, 
on tirera la ligne C£A, on mènera C'A' parallèle à CA, et 
on joindra AA'. V 

La construction fait voir qu’il y a deux solutions du pro- 
blème, puisque par le point C' on peut mener deux tangen- 
tes à la circonférence CB, et que le problème n’est possible 
qu’autant que l’on a CC' 2; CA — C'A'; ou, en d’autres ter- 
mes, qu’au tan t queles circonférences ne sont pas intérieures 
l’une à l’autre. 
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2° Proposons-nous de mener 
une tangente commune inté- 
rieure aux deux circonférences 
dont les rayons sont CA et C'M , 
et soit AM' la ligne cherchée ; 
menons les rayons CA, C'M' aux 
points de contact, et la droite C'B 
parallèle à AM'. La droite AM', étant perpendiculaire sur 
les rayons CA, C'M', C’B, sera perpendiculaire sur les mê- 
mes droites; elle sera donc tangente à une circonférence 
décrite du point C comme centre avec un rayon CB égal 
à CA + AB, ou CA -+- C'M'. 

Pour résoudre le problème, on décrira donc une cir- 
conférence ayant son centre en C, et dont le rayon soit la 
somme des rayons des deux circonférences données; on 
mènera par le point C' une tangente C'B à cette circonfé- 
rence, et le reste de la construction s’achèvera comme dans 
le cas précédent. 

Ce problème a aussi deux solutions; et il n’est possible 
qu’autant qu’on a CC' = CA C'M, c’est-à-dire que les cir- 
conférences sont extérieures, ou tangentes extérieurement. 

PROBLÈME XVII. 

Trouver la plus grande commune mesure de deux 
lignes droites AB et CD , et leur rapport numérique. 

^ r b La plus grande commune 

mesure des deux lignes ne sau- 
c KD rait surpasser la plus petite CD ; 

mais elle serait égale à CD, si cette ligne était contenue 
exactement dans la plus grande AB. 

Portons donc CD sur AB , et supposons qu’on ait AB = 
2CD4-IB; je dis que la plus grande commune mesure 
entre AB et CD est la même que celle desdeux lignesCD et IB. 

En effet, toute commune mesure de AB et de CD, divi- 
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sant CD, divisera aussi AI; et divisant AB, elle sera con- 
tenue exactement dans le reste IB; ce sera donc une com- 
mune mesure de CD et IB. 

Réciproquement, toute commune mesure de CD et de IB 
sera contenue exactement dans AI et dans IB, et par suite 
dans AB; ce sera donc une commune mesure de AB et deCD. 

Ainsi , toutes les communes mesures de AB et de CD 
sont les mêmes que celles de CD et de IB ; la plus grande 
commune mesure est donc la même. 

Portons IB sur CD, et supposons qu’on ait CD=IB 

KD: on prouvera, comme précédemment, que la plus 
grande commune mesure entre CD et IB est la même 
qu’entre IB et KD. 

Portons encore KD sur IB, et supposons qu’on ait 
IB = 2 KD; KD sera la plus grande commune mesure des 
deux lignes AB et CD. 

On déduit d’ailleurs des égalités ci-dessus : 

CD = 3. KD 
et AB = 8.KD; 

donc le rapport des deux lignes AB et CD est -A. 

Remarque. Nous avons supposé ci-dessus qu’on arrivait 
dans cette série d’opérations à un reste égal à zéro. Nous 
allons prouver qu’il en est toujours ainsi , quand les deux 
lignes ont une commune mesure ; et que, dans le cas où 
elles sont incolnmensurables , on arrive à des restes plus 
petits que toute grandeur assignable. 

En effet, soient A, B, les deux lignes sur lesquelles on 
opère ; r, r, r 3 r t r b ... les restes successifs ; ?> Çj ?» .... 

les quotients, on aura les égalités 

A = B ?1 + r, 

B = r, q, -f- r, 
r. — r,q 3 + r 3 
r, = r 3 q, r t 
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Or, r, est plus petit que — ; car, si B est plus petit 

A . . . A . 

que — , à plus forte raison r t est-il moindre que — ; et si 

À A 

B est plus grand que — , alors r, = A — B, donc r, < — . 

On aurait de même : 


r 3 <— , d’où 

A 

r 3<r 

a 

4 

r 6 < d’où 

A 

ri< « 

r < — , d’où 
1 a ’ 

A 

r ’<Ts 


et ainsi de suite. 

On voit donc que si l'opération se prolongeait indélini- 
ment, on arriverait à des restes aussi petits qu’on voudrait ; 
et par conséquent, s'il y a une commune mesure, on^ar- 
rivera à un reste nul; autrement on tomberait sur des 
restes plus petits que la commune mesure , ce qui est évi- 
demment absurde d'après la théorie précédente. 

Dans le cas où les lignes sont incommensurables, on 
pourra, après un certain nombre d’opérations, négliger le 
dernier reste; le reste précédent servira alors de commune 
mesure, et conduira à une valeur approchée du rapport. 

PROBLÈME XVIII. 

Deux angles A et B étant donnes , trouver leur com- 
mune mesure , s'ils en ont une, et de là leur rapport 
en nombres. 

B Décrivez avec des rayons égaux 

■ \ les arcs CD, EF, qui servent de 
/ \ mesure à ces angles ; procédez 

d / \ ensuite pour la comparaison des 

E arcs CD, EF, comme dans le pro- 

blème précédent; car un arc peut être porté sur un arc de 
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même rayon, comme une ligne droite sur une ligne droite. 
Vous parviendrez ainsi à la commune mesure des arcs 
CD, EF, s’ils en ont une, et à leur rapport en nombres. Ce 
rapport sera le même que celui des angles donnés *; et si 
DO est la commune mesure des arcs, DAO sera celle des 
angles. 

Si les deux arcs étaient incommensurables , les angles le 
seraient également, et on n’obtiendrait qu’une valeur ap- 
prochée de leur rapport. 
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MESURE DES POLYGONES. - SIMILITUDE. 


DEFINITIOMS. 


I. L’aire d’une figure est le rapport de son étendue à 
celle de l’unité de surface *. 

H. Deux figures équivalentes sont celles qui ont la 


meme aire. 


Deux figures peuvent être équivalentes, quoique très- 
dissemblables : par exemple, un cercle peut être équiva- 
lent à un carré, un triangle à un rectangle, etc. 

La dénomination de figures égales sera conservée à 
celles qui, étant appliquées l’une sur l’autre, coïncident 
dans tous leurs points : tels sont deux cercles dont les 
rayons sont égaux, deux triangles dont les trois côtés 
sont égaux chacun à chacun, etc. 

E c III. La hauteur d’un parallélogramme est 
. / ~7 la perpendiculaire EF qui mesure la distance 

/_ / des deux côtés opposés AB, CD, pris pour 

A fb bases. 

A IV. La hauteur d’un triangle est la 

\ perpendiculaire AD abaissée du som- 
/ met d’un angle A sur le côté opposé 

B u C BC pris pour base. 

? — V. La hauteur du trapèze est la perpen- 
I \ diculaire EF menée entre ses deux côtés 

^ - r j ( parallèles AB, CD. 


(*) Oo confond sourent , dan» le discour» , l’aire et 1* surface d'une dure. 
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PROPOSITION PREMIÈRE. 

THÉORÈME. 


Les parallélogrammes qui ont des bases égales et 
des hauteurs égales , sont équivalents. 

j. Soit AB la base commune des deux parallè- 
le/ logrammes ABCD, ABEF ; puisqu'ils sont sup- 
\l posés avoir la même hauteur, les bases supé- 
Â B rieures DG, FE, seront situées sur une même 
ligne parallèle à AB. Or on a, par la nature des parallélo- 
grammes, AD =BC, et AF = BE ; par la blême raison, on 
a DC = AB, et FE = AB; donc DC = FE; donc, retran- 
chant DG et FE de la même ligne DE, les restes CE et 
DF seront égaux. 

Il suit de là que les triangles DAF, CBE, sont équilaté- 
raux entre eux, et par conséquent égaux. 

Mais, si du quadrilatère ABED on retranche le triangle 
ADF, il reste le parallélogramme ABEF; et si du même 
quadrilatère ABED on retranche le triangle CBE, il reste 
le parallélogramme ABCD; donc les deux parallélogrammes 
ABCD, ABEF, qui ont même base et même hauteur, sont 
équivalents. 



V T) E C 

(7 

V 

V 

/ 


a B 


Corollaire. Tout parallélogramme ABCD 
est équivalent au rectangle ABEF de même 
base et de même hauteur. 

PROPOSITION II. 


THEOREME. 


Tout triangle ABC est la moitié du parallélo- 
gramme ABCD qui a même base et même hauteur. 

Car les triangles ABC, ACD, sont égaux*. 
Corollaire I. Donc un triangle ABC est 
la moitié du rectangle BCEF qui a même 
base BC et même hauteur AO; car le rec- 



“3i, 
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tangle BCEF est équivalent au parallélogramme ABCD. 

II. Tous les triangles qui ont des bases égales et des 
hauteurs égales, sont équivalents. 


PROPOSITION III. 


THEOREME. 

Deux rectangles de meme hauteur sont entre eux 
comme leurs bases. 

** fc Soient ABCD, AEFD, deux rectangles 

qui ont pour hauteur commune AD; 
je dis qu’ils sont entre eux comme leurs 


B bases AB, AE. 

Supposons d’abord que les bases AB, AE, soient com- 
mensurables entre elles, et quelles soient, par exemple, 
comme les nombres 7 et 4 : si on divise AB en 7 parties 
égales, AE contiendra 4 de ces parties; élevez à chaque 
point de division une perpendiculaire à la base, vous for- 
merez ainsi sept rectangles partiels qui seront égaux entre 
eux, puisqu’ils auront même base et même hauteur. Le 
rectangle ABCD contiendra sept rectangles partiels, tandis 
que AEFD en contiendra quatre; donc le rectangle ABCD 
est au rectangle AEFD comme 7 est à 4 ) ou comme AB 
est à AE. 

Si les bases AB, AE, étaient incommensurables, 011 
prouverait par le raisonnement déjà employé (liv. a , prop. 
18), que la proposition a encore lieu. 


PROPOSITION IV. 

THÉORÈME. 

Deux rectangles sont entre eux comme les produits 
des bases par les hauteurs. 

Soient R, r, les surfaces des deux rectangles : B, H, les 
deux dimensions du premier; A, A, les deux dimensions du 
second. 


/ 
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Imaginons un troisième rectangle R' qui ait même base 
B que le premier, et même hauteur h que le second. 

On aura , en vertu du théorème précédent : 

R :R'::H:A. 

R': r :: B :Æ. 

Multipliant ces proportions terme à terme, et divisant 
les deux termes du premier rapport par R', on a : 

' (i) R:r::BxH:ixA. 

Mesure du rectangle. Mesurer un rectangle R, c’est 
trouver son rapport à un certain rectangle r qui serait 
pris pour unité. 

On voit par le théorème précédent qu’on obtiendrait ce 
rapport en cherchant combien de fois les lignes B, H, b, h, 
contiennent une même unité, et en divisant le produit des 
deux premiers nombres par le produit des deux derniers. 

Soient B = 6"“' , H = 4 n,i % b = 3""-, h = 

On aura — 4. Ainsi le rectangle Pi contient 
r 3xi 0 

4 fois le rectangle pris pour unité. 

On prend ordinairement pour unité de surface le carré 
qui a pour côté l’unité de longueur; alors les nombres 
qui représentent b et h se réduisant à l’unité, la propor- 
tion (x) devient : 

R : r : : B x H : 1 . 

On voit donc que le rapport d’un rectangle au carré 
construit sur l’unité de longueur, est égal au produit des 
nombres qui expriment combien de fois la base et la hau- 
teur contiennent cette unité linéaire; et c’est ce qu’on 
exprime d’une manière abrégée, en disant qu’un rec- 
tangle a pour mesure le produit de sa base par sa hau- 
teur. 

Soient B = 3”, 53 , H = 2 m ,a5. 

La surface du rectangle sera y méVrn c " rt3 ,g/ i 25 , ou 

•in.c. q /tlccim. c, ^gccntlm. c. 
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PROPOSITION V. 

THÉORÈME. 

l'aire d’un parallélogramme quelconque est égale 
au produit de sa base par sa hauteur. 

Car le parallélogramme ABCD est équi- 
valent au rectangle ABEF, qui a même 
base AB et même hauteur BE; or celui-ci 
a pour mesure AB x BE , donc AB x BE 
est égal à l’aire du parallélogramme ABCD. 

Corollaire. Les parallélogrammes de même base sont 
entre eux comme leurs hauteurs, et les parallélogrammes 
de même hauteur sont entre eux comme leurs hases; car 
A, B, C, étant trois grandeurs quelconques, on a géné- 
ralement AxC:BxC::A:B. 

PROPOSITION VI. 

THÉORÈME. 

L’aire d un triangle est égale au produit de sa base 
par la moitié de sa hauteur. 

A E Car le triangle ABC est la moitié du pa- 

/\ / rallélogramme ABCE, qui a même base BC 

/ \ / et même hauteur AD : or, la surface du pa- 

•5. îi" J) c rallélogramme = BC X AD *; donc celle du 
triangle = 5 BC X AD , ou BC X ^ AD. 

Corollaire. Deux triangles de même hauteur sont entre 
eux comme leurs bases, et deux triangles de même hase 
sont entre eux comme leurs hauteurs. 

PROPOSITION VII. 


J? D K C 



B 


THÉORÈME. 

L’aire du trapèze ABCD est égale, à sa hauteur EF, 
multipliée par la demi-somme des bases parallèles , 

AB, CD. 
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'ICK 



côté IB = IC 
j'angle 


Par le point I, milieu du côté CB, 
menez KL parallèle au côté opposé AD, 
et prolongez DC jusqu’à la rencontre 
de KL. 

Dans les triangles IBL, ICK, on a le 

par construction , l’angle LIB = CIK, et 

IBL =*Kjk puisque CK et BL sont parallèles * : 
donc ces triangles sont égaux *; donc le trapèze ABCD est 
équivalent au parallélogramme ADKL, et il a pour mesure 
EF x AL. 

Mais on a AL = DK, et, puisque le triangle IBL est 
égal au triangle KCl , le côté Bfc = CK : donc AB-f-CD 
= AL DK = a AL , et ainsi AL est la demi-somme des 
bases AB, CD; donc enfin l’aire du trapèze ABCD est égale 
à la hauteur EF multipliée par la demi-somme des bases AB, 


CD, ce qui s’exprime ainsi : ABCD = EF X 

Scolie. Si par le point I, milieu de BC, on mène IH, 
parallèle à la base AB , le point II sera aussi le milieu 
de AD , car la figure AHIL est un parallélogramme, ainsi 
que DHIK, puisque les côtés opposés sont parallèles : on 
a donc AH = IL et DH = IK. Or IL = IK, puisque des 
triangles B1L, CIK, sont égaux; donc AH = DH. 


*»S, t. 
*6, i. 


On peut remarquer que la ligne III — AL := 

donc l’aire du trapèze peut s’exprimer aussi par EF X HI : 
elle est donc égale à la hauteur du trapèze multipliée par 
la ligne qui joint les milieux des côtés non parallèles. 


PROPOSITION VIII. 

THÉORÈME. 

Si une ligne AC est divisée en deux parties AB, BC, 
le carré fait sur In ligne entière AC contiendra le 
carré fait sur me partie AB , plus le carré fait sut 

5 
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l’autre partie BC, plus deux fois le rectangle compris 
sous les deux parties AB, BC, ce quon exprime, ainsi : 

ÂC 'ou (AB + BC)=ÂB+BC+ 2 AB x BC. 

E HD Construisez le carré ACDE, prenez AF 
r=r AB , menez FG parallèle à AC, et BH 
parallèle à AE. , 

Le carré ABCD est divÇje en quatre par- 
c ties : la première ABlF est le carré fait 
sur AB, puisqu’on a pris AF = AB : la seconde IGDHest 
le carré fait sur BC; car puisqu’on a AC = AE, et AB=AF ( 
la différence AC — AB est é^ale à la diffé^nce AE — AF, ce - 
qui donne BC=EF. Mais, à cause des parallèles, IG = BC, 
et DG=EF; donc H1GD est égal au carré fait sur BC- 
Ces deux parties étant retranchées du carré total, il reste 
les deux rectangles BCGI, EFIH, qui ont chacun pour 
mesure ABxBC; donc le carré fait sur AC, etc. 

Snolie. Soient a et b les nombres qui représentent les 
deux parties de la ligne AC; la multiplication algébrique 
donne l’égalité : 

(a £)’=a’ + b' -J- zab; 

et en supposant connue la mesure du rectangle, cette 
égalité donne une seconde démonstration du théorème ci- 
dessus. 

Une observation semblable doit être faite sur les deux 
théorèmes suivants. 


PROPOSITION IX. 


THEOREME. 


Si la ligne AC est la différence des deux lignes 
AB , BC, le carré fait sur AC contiendra le carré 
de AB, plus le carré de BC, moins deux fois le rec- 
tangle fdt sur AB et BC ; c’est-à-dire qu’on aura 

ÂC ou (AB— BC)’ = AB + BC — 2 AB x BC. 
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i> y ? I Construisez le carré ABIF, prenez 

| AE=rAC, menez CG parallèle à BI, 

K* E] HK parallèle à AB, et achevez le carré 

I EFKL. 

Les deux rectangles CBIG, GLKD, 

A i- 3 ont chacun pour mesure AB X BC : 

si on les retranche de la ligure entière ABILKEA, qui a 

——■7 3 

pour valeur AB + BC, il est clair qu’il restera le carré 
^ACDE; donc, etc. 

Scolie. Cette proposition se déduit encore de la for- 
mule algébrique 

(a — i)’ = a* -f- li 1 — 2 ab. 

PROPOSITION X. 

THÉOBÈJIE. 

Le rectangle fait sur la somme et la différence de 
deux lignes AB,BC, est égal à la différence, des carrés de 
ces lignes ; ainsi on a (AB 4- BC) x (AB — BC) — 

ÂB — BC. 

V o * Construisez sur AB et AC les carrés 

E | | H - x ABIF, ACDE; prolongez AB d’une 

quantité BK=BC, et achevez lerec- 
j | ! tangle AELE. 

La base AK du rectangle est la 

I ! 1 . ° 

A c » K. somme des deux lignes AB, BC; sa 

hauteur AE est la différence de ces memes lignes : donc 
le rectangle AKLE = (AB-f- BC) X (AB — BC). Mais ce 
même rectangle est composé des deux parties ABHE -+- 
BHLK; et la partie BHLK est égale au rectangle EDGF, 
car BH =DE et BK = EF ; donc AKLE= ABHE + EDGF. 
Or ces deux parties forment le carré ABIF moins le carré 
DHLG, qui est le carré fait sur BC ; donc enfin (AB + BC) 
X (AB — BC)=ÂB — BC. 
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Scolie. Cette proposition se déduit encore de la formule 
algébrique 

(a — b ) (« b) = a 1 — £*. 

PROPOSITION XL 

THÉORÈME. 

• ’ 

t 

Le carré fait sur l'hypoténuse d’un triangle rectangle 
est égal à la somme des carrés faits sur les deux 
autres côtés . 

Soit ABC un triangle rectangle en 
j A : ayant formé des carrés sur les 
trois côtés, abaissez de l’angle droit 
sur l’hypoténuse la perpendiculaire 
AD que vous prolongerez jusqu’en 
E; tirez ensuite les diagonales AF, 
CH. 

L’angle ABF est composé de l’an- 
gle ABC, plus l’angle droit CBF : 
l’angle CBH est composé du même angle ABC, plus l’angle 
droit ABU; donc l’angle ABF = HBC. Mais AB = BH 
comme côtés d’un même carré, et BF = BC par la même 
raison : donc les triangles ABF, HBC, ont un angle égal 
i, i. compris entre côtés égaux; donc ils sont égaux*. 

Le triangle ABF est la moitié du rectangle BDEF (on 
pour abréger BE) qui a même base BF et même hauteur 
pr i. BD *. Le triangle HBC est pareillement la moitié du carré 
AH ; car, l’angle BAC étant droit ainsi que BAL, AC et AL 
ne font qu’une même ligne droite parallèle à HB; donc le 
triangle HBC et le carré AH, qui ont la base commune 
BH , ont aussi la hauteur commune AB; donc le triangle 
est la moitié du carré. 

On a déjà prouvé que le triangle ABF est égal au trian- 
gle HBC; donc le rectangle BDEF, double du triangle 
ABF, est équivalent au carré AH, double du triangle 
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HBC. On démontrera de même que le rectangle CDEG est 
équivalent au carré AI; mais les deux rectangles BDEF» 
CDEG, pris ensemble, font le carré BCGF; donc le carré 
BCGF, fait sur l’hypoténuse, est égal à la somme des 
carrés ABHL, ACIK, faits sur les deux autres côtés. 

Comme un carré a pour mesure le carré du nombre qui 

représente son côté, on a l’égalité BC = AB -f- AC , qui ex- 
prime que le carré du nombre qui représente l’hypoténuse 
est égal à la somme des carrés des nombres qui représentent 
les deux côtés de l’angle droit. 

Corollaire I. Le carré d’un des côtés de l’angle droit 
est égal au carré de l’hypoténuse, moins le carré de l’au- 
tre côté , ce qu'on exprime ainsi : AB = BC — AC. 

B II. Soit ABCD un carré, AC sa diago- 
nale; le triangle ABC étant rectangle et 

isocèle, on aura AC = AB -f- BC= 2 AB ; 
C donc le carré fait sur la diagonale AC est 
double du carré fait sur le côté AB. 

Puisque AC : AB : : 2 : 1 , on a v en extrayant la racine 
carrée, AC : AB : : \/ 2 : 1 ; donc la diagonale d'un carré 
est incommensurable avec son côté. 




III. On a démontré que le carré 
AH est équivalent au rectangle 
BDEF ; or, à cause de la hauteur 
commune BF, le carré BCGF est 
au rectangle BDEF comme la base 
BC est à la base BD ; donc, 

BC': ÂB : BC : BD. 

Donc le carré de l'hypoténuse est au 


e arré d'un des côtés de l'angle droit comme l’hypoténuse est 


au segment adjacent a ce côté. On appelle ici segment la 


partie de l’hypoténuse déterminée par la perpendiculaire 


abaissée de l’angle droit ; ainsi BD est le segment adjacent. 
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au côté AB, et DC est le segment adjacent au côté AC. 
On aurait semblablement: 

t __ 

Bc‘:Âc':: BC : CD. 

IV. Les rectangles B DEF, DCGE , ayant aussi la 
même hauteur, sont entre eux comme leurs bases BD, 

CD. Or ces rectangles sont équivalents aux carrés AB j 
AC ; donc , 

ÂÏÏ’: ÂC ': : BD : DC. 

Donc les carrés des deux côtés de l'angle droit sont entre 
eux comme les segments de V hypoténuse adjacents à ces 
côtés. 

DÉFINITION. 

On appelle projection d’une droite AB 
sur une Èutre CD, la portion ah com- 
prise entre les pieds des perpendiculai- 
__ res abaissées des points A et B sur la 
J) droite CD. 

PROPOSITION XII. 

THÉORÈME. 

Dans tout triangle, le carré et un côté opposé à un 
angle aigu est égal à la somme des carrés des deux 
autres, moins deux fois le rectangle de l’un de ces 
côtés par la projection du second sur le premier. 

Soit C un angle aigu dans le triangle 
ABC ; abaissons AD perpendiculaire sur 
BC, je dis qu’on aura : 

1b’=”Âc'+'BC‘— a BC . CD. 

Il y a deux cas: t°Si la perpendiculaire 
tombeau dedans du triangle ABC, on aura BD = BC — CD, 
* 9. et par conséquent * BD = BC -+- CD — 2 BC . CD. Ajou- 
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tant de part et d’autre AD, et observant que les triangles 
rectangles ABD, ADC, donnent AD -f- BD = AB et AD 

+ DC = AC, on aura AB = BC + AC — a BC X CD. 

A a” Si la perpendiculaire AD tombe hors 

Vv du triangle ABC, on aura BD= CD — BC, 

\ n. et par conséquent* BD = CD -J- BC — a CD * g . 

\ X BC. Ajoutant de part et d’autre AD, on 

B B c en conclura de même: 

ÂB*= BC'-f-ÀC— 2 BCx CD. 

PROPOSITION XIII. 


THEOREME. 


Dans tout triangle obtusangle, le carré du côté op- 
posé à l’angle obtus est égal à la somme des carrés 
des deux autres plus deux fois le rectangle de l’un 
de ces côtés par la projection du second sur le pre- 


mier. 


A 



Soit AB le côté opposé à l’angle 
ohius C du triangle ABC; menons AD 
perpendiculaire sur BC; je dis qu’on 
aura : 


AB = AC + BC -f- a BC x CD. 


La perpendiculaire ne peut pas tomber au dedans du 
triangle ; car si elle tombait, par exemple, en E, le triangle 
ACE aurait à la fois l’angle droit E et l’angle obtus C, ce 
qui est impossible; donc elle tombe au dehors, et on a 

BD = BC +CD. De là résulte * BD'==BC + CD + a BC • 8 . 

X CD. Ajoutant de part et d’autre AD, et faisant les réduc- 
tions comme dans le théorème précédent, on en conclura 

ÂB = BC'+ÂC'-+- a BC X CD. 

Scolie. Le triangle rectangle est le seul dans lequel la 
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somme des carrés de deux côtés soit égale au carré du 
troisième : car, si l’angle compris par ces côtés est aigu, 
la somme de leurs carrés sera plus grande que le carré du 
côté opposé ; s’il est obtus, elle sera moindre. 

PROPOSITION XIY. 

THÉORÈME. 

Dans un triangle quelconque ABC, si on mène du 
sommet au milieu de la base la ligne AE , je dis 
quon aura ABq- AC:= aAE q- aBE. 

A Abaissez la perpendiculaire AD sur la 

base BC ; le triangle AEC donnera par le 
théorème xn : 

B edc AC = AEq-EC — aEC x ED. 

Le triangle ABE donnera par le théorème xin : 

AB = AE q- EB ’q- aEB x ED. 

Donc, en ajoutant et observant que EB=EC, on aura : 
ÂÏÏq- ÂC = aÂË'q- aEB.* 

PROPOSITION XV. 

THÉORÈME. 

Dans tout quadrilatère, la somme 
des carrés des quatre côtés est égale 
ù la somme des carrés des diagona- 
les, plus quatre fois le carré de la 
c ligne qui joint leurs milieux. 

Soient AC, BD, les diagonales du 
quadrilatère ABCD, O et G leurs milieux; tirons les li- 
gnes BO, DO, OG. 

On a, d’après le théorème précédent : 

Dans le triangle ABC , AB q- BC = a BO q-a AO. 

Dans le triangle ADC, AD q- DC = a DO* q- a AO. 
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Ajoutant, on a : 

ÂB + BC+ÂD , + DC'= 2 (BO + DO ) + 4 ÂÔ.' 
Or, dans le triangle BOD, on a : 

BO-h DÔ'= 2 ÜG -I- 2 ÔG. 

Donc Âb'-J- BC +“ÂD + ÔC = 4 BG + 4ÔG’ri- 4 ÂÔ; 
et comme AC = 4 AO BD=4BC, 
on a enfin 

ÂB + BC+TD +lTc = 4 ôg Vbd H-Âc! 

Corollaire. Si le quadrilatère était un parallélogramme, 
la droite GO serait nulle; donc, dans tout parallélogramme, 
la somme des carrés des quatre côtés est égale à la somme 
des carrés des diagonales. ’ 

La réciproque de ce dernier théorème est vraie. 

Des lignes proportionnelles et de la similitude. 

PROPOSITION XVI. 

THÉORÈME. 

Toute parallèle à F un des côtés d’un triangle divise 
les deux autres côtés en parties proportionnelles. 

Joignez BE et DC : les deux triangles BDE, 
DEC, ont même base DE; ils ont aussi même 
hauteur, puisque les sommets B et C sont 
situés sur une parallèle à ia hase; donc ces 
triangles sont équivalents. 

Les triangles ADE, BDE, dont le sommet 
B c commun est E, ont même hauteur et sont 

entre eux comme leurs bases AD, DB; ainsi on a, 

ADE: BDE :: AD : DB. 

Les triangles ADE, DEC, dont le sommet commun est 
D, ont aussi même hauteur, et sont entre eux comme leurs 
bases AE, EC; donc 

ADE : DEC :: AE : EC. 
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Mais le triangle Bl)E = DEC; donc, à cause du rapport 
commun dans ces deux proportions, on en conclura AD: 
DB:: AE : EC. 

Corollaire I er . De là resuite cnmponendo : 

AD : AD + DB :: AE : AE 4- AC, 
ou AD : AB:: AE: AC: 
et aussi AD DB : DB : : AE + EG : EG , 
ou AB : DB : : AG : EC. 

II. Les segments des deux droites AB, CD, déterminés 
par plusieurs parallèles AC, EF, GH, BD, etc., sont pro- 
portionnels. 

Car, soit O le point de concours des 
droites AB , CD ; dans le triangle ÜEF, 
la ligne AC étant parallèle à la base EF, 
on aura : 

OE : OF : : AE : CF. 

Dans le triangle OGli, on aura sembla- 
blement : 

i D OE : OF : : GE : FH. 

Donc, à cause du rapport commun : 

AE : CF : : GE : FH. 

On prouverait de même que GE : FH :: BG : HD; 
donc, etc. 

PROPOSITION XVII. 

• 1 

THÉORÈME. 

Réciproquement, si les côtés AB, AC, sont coupés 
proportionnellement pur la ligne I)E , en sorte qu’on 
ait AD : DB :: AE : EC , je dis que la ligne DE sera 
parallèle à la base BC. 

Car, si DE n’est pas parallèle à BC, supposons 
que DO en soit une; alors, suivant le théorème 
précédent, on aura AD : BD :: AO : OC. Mais, 
par hypothèse, AD : BD : : AE : EC ; donc on 
aurait AO : OC :: AE : EC; proportion impossi- 
ble, puisque, d’une part, l'antécédent AEest plus 
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grand que AO, et que, de l'autre, le conséquent EC est plus 
petit que OC; donc la parallèle à BC, menée par le poiut 
D, ne peut différer de DE; donc DE est cette parallèle. 

Sco/ie. La même conclusion aurait lieu si l’on suppo- 
sait la proportion AB : AD: : AC : AE;car cette proportion 
donnerait AB — AD : AD :: AC — AE : AE, ou BD: 
AD : : CE : AE. 

PROPOSITION XVIII. 

THÉORÈME. 

i° La bissectrice AD de. l'angle A du triangle ABC 
divise la base BC en deux segments BD, DC, propor- 
tionnels aux deux cotés AB et AC. 

2° La bissectrice AF de l'angle extérieur CAE dé- 
termine aussi, sur la base prolongée, deux segments 
BF, CF proportionnels aux mêmes côtés AB, AC. 

V- t° Par le point C menez CE 

■ E V S \. parallèle à AD jusqu’à la ren- 

' contre de BA prolongé. 

f \ X® Dans le triangle BCE, la ligne 

T rr- — L-/-.""'- x . AD est parallèle à la base CE; 

ainst on a la proportion *: 

BD : DC : : AB : AE. 

Mais le triangle ACE est isocèle; car, à cause des paral- 
lèles AD, CE, l’angle ACE=DAC,*et l’angle AEC = 
BAD;or, par hypothèse, DAC = B_AD ; donc l’angle 
ACE=AEC, et par suite AE = AC. Substituant donc 
AC à la place de AE dans la proportion précédente, on aura : 

, BD : DC:: AB: AC. 

■ a” Menez CG parallèle à AF ; dans le triangle BAF on a 
BF : FC AB : AG. On ferait voir comme précédemment 
que le triangle AGC est isocèle, et que AG=AC. 

On a donc BF : FC : : AB : AC. 


* tfi. 
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Corollaire. Si le point A se meut dans le plan , de ma- 
nière que le rapport de AB à AG reste constamment égal 
à — , les bissectrices des angles BAC, EAC, passeront tou- 

, . — — . > BD BF 

jours par les points U et T, puisque les rapports — > — 

doivent rester égaux à — . D’ailleurs les droites AD, AF, 

bissectrices des deux angles adjacents, sont perpendiculaires 
entre elles; donc le point A, dans toutes ses positions, sera 
sur la circonférence décrite surFD comme diamètre. Ainsi: 
Le lieu géométrique des points , dont les distances à deux 
points B et G sont dans un rapport donné, est une circonfé- 
rence de cercle. 

DÉFINITION . 

Ou appelle triangles semblables, deux triangles qui ont 
les angles égaux, et les côtés homologues proportionnels. 
(On entend par côtés homologues ceux qui sont opposés 
aux angles égaux.) • 

En général nous appellerons polygones semblables ceux 
qui ont les angles égaux chacun à chacun, et les côtés 
homologues proportionnels (en entendant par côtés ho- 
mologues ceux qui sont adjacents aux angles égaux). * 


PROPOSITION XIX. 


THEOREME. 


Deux triangles équiartgles ont les côtés homologues 
n/vjntrtionnels. 

Soient ABC, DEF, deux trian- 
gles qui ont les angles égaux chacun 
à chacun, savoir, A = D, B = E, 
C = F; je dis que les côtés homolo- 
B B c gués seront proportionnels, de sorte 

qu’on aura AB : DE : : AC : DF :: BC : EF. 
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Prenez AG = DE, AH = DF, et joignez GH, les trian- 
gles AGH, DEF, seront égaux comme ayant un angle 
égal compris entre côtés égaux. Donc l’angle AGH sera 
égal à l’angle E; mais on a E = B, donc l'angle B .= AGH ; 
par suite GH est parallèle à BC, et l’on a * la proportion 
AB : AG : : AC : AH. 

Enfin menez HL parallèle à AB, on aura aussi * la pro- 
portion AC : AII : : BC : BL ou GH ; car les droites BL, 
GH, sont égales comme parallèles comprises entre paral- 
lèles. 

En comparant la dernière proportion à la précédente, 
on en déduit, à cause du rapport commun, 

AB: AG:: AC : AH ::BC : GH, 
ou AB : DE :: AC : DF :: BC : EF. 

Corollaire. Pour que deux triangles soient semblables, 
il suffit qu’ils aient deux angles égaux chacun à chacun; 
car alors le troisième sera égal de part et d’autre, et les 
deux triangles seront équiangles. 

PROPOSITION XX. 

THÉORÈME. 

Deux triangles qui ont /es côtés proportionnels sont 
équiangles. 

jj. Supposons qu’on ait BC : EF :: 
/ \ y / 1 AB : DE : : AC : DF ; je dis que les 

yé- U J triangles ABC, DEF, auront les 

/ \ angles égaux, savoir, A=D, B=E, 

K " c C — F. 

Prenez AG = DE, AH = DF, et joignez GH : on a par 
hypothèse la proportion AB : DE : : AC : DF 1 , ou, ce qui 
est la même chose, AB : AG :: AC : AI1; il en résulte que 
GH est parallèle à BC, et que par suite l’angleAGH = ABC. 
Or, en vertu du théorème précédent, les triangles ABC, 
AGH, étant équiangles, on a AB : AG:: AC: AH:: BC: GH; 
mais, par hypothèse, on a AB: DE :: AC : DF :: BC : EF; 


*lli. 

* je. 
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et comme AG = DE et AH = DF, on en conclut GH = KF ; 
les triangles AGH, DEF, sont donc égaux comme ayant 
les trois côtés égaux , et par conséquent 
= AGH = ABC, l’angle DFE = AHG == ACB, 

D = A. 

Scolie I. 11 faut remarquer que les angles égaux des 
deux triangles sont opposés aux côtés proportionnels. 

Scolie IL On voit par ces deux dernières propositions 
que, dans les triangles, l’égalité des angles est une suite de 
la proportionnalité des côtés, et réciproquement, de sorte 
qu’une de ces conditions suffit pour assurer la similitude 
des triangles. Il n’en est pas de même dans les figures de 
plus de trois côtés; car, dès qu’il s’agit seulement des 
quadrilatères, on peut, sans changer les angles, altérer la 
proportion des côtés, ou, sans altérer les côtés, changer 
les angles; ainsi la proportionnalité des côtés ne peut être 
une suite de l égalité des angles, ni vice versa. 

On voit, par exemple, qu’en menant EF 
parallèle à BC , les angles du quadrilatère 
AEFD sont égaux à ceux du quadrilatère 
ABCD ; mais la proportion des côtés est dif- 
férente : de même, sans changer les quatre 
côtés AB, BC, CD, AD, on peut rapprocher 
ou éloigner le point B du point D , ce qui altérera les 



Scolie III. Les deux propositions précédentes, qui n'en 
font proprement qu’une, jointes à celle du carré de l’hypo- 
ténuse, sont les propositions les plus importantes et les 
plus fécondes de la géométrie ; elles suffisent presque seules 
à toutes les applications et à la résolution de tous les pro- 
blèmes : la raison en est que toutes les figures peuvent se 
partager en triangles, et un triangle quelconque en deux 
triangles rectangles. Ainsi les propriétés générales des 
triangles renferment implicitement celles de toutes les 
figures. 
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PROPOSITION XXI. 

THÉORÈME. 

Deux triangles qui ont un angle égal compris entre 
côtés proportionnels sont semblables. 

Soit l’angle A=D, et supposons 
qu’on ait AB : DE : : AC : DF ; je dis 
que le triangle ABC est semblable à 
DEF. 

« c>;e Prenez AG=DE, et menez GH 

parallèle à BC : l’angle AGI! sera égal à l’angle ABC*; 
et le triangle AGH sera équiangle au triangle ABC ; on 
aura donc AB: AG:: AC: AH. Mais, par hypothèse, 

AB : DE :: AC : DF, et par construction AG = DE; donc 
AH = DF. Les deux triangles AGH, DEF,' ont donc un 
angle égal compris entre côtés égaux; donc ils sont égaux. 

Or le triangle AGH est semblable à ABC ; donc DEF est 
aussi semblable à ABC. 

PROPOSITION XXII. 

THÉORÈME. 

Deux triangles qui ont les côtés parallèles, ou qui 
les ont perpendiculaires chacun à chacun, sont sem- 
blables. Y. h mtutjeriht 

• * , . y | { ' I 

En effet, soient A, B, C, les angles de l’un des triangles; < 

A', B', G', les angles de l’autre triangle. • f 

On sait que deux angles qui ont leurs côtés parallèles ou ( \ 
perpendiculaires sont égaux ou supplémentaires. „■ ,•./ > ' , 

On ne peut donc faire qu’une des trois hypothèses sui- ï ^ / le- 
vantes : i ■ 

i° A + A'= 2 * Il -f- B' = a" C+C'=i2 rf ; 

C = C' ; 


r, / 


a- C+C'^a 1 '; j- /- ' ^ ‘ 1 

2° A + B + B' = 2-' C = C'; ' -V-J ' 

3“ A = A' B = B’ , et par suite C=:C\ 


IW?. nWl .'’awcÛ tU'S t-ii . 

te U tc.r LAS •.* & MT 

• ■'*' <• h P» cPh V' « ».♦ nTlÉ <*« 
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Or, dans la première hypothèse, la somme des angles 
des deux triangles serait égale à six droits. 

Dans la seconde hypothèse, cette somme serait supé- 
rieure à quatre droits. 

La troisième est donc seule admissible; donc les trian- 
gles sont équiangles et semblables. 

Remarque. Les côtés homologues des deux triangles sont 
les côtés parallèles ou perpendiculaires. 

■ PROPOSITION XXIII. 

THÉORÈME. 


(Jn polygone étant donné, on peut toujours en cons- 
truire un second tel, que ces deux polygones soient 
composés d'un meme nombre de triangles semblables 
et semblablement placés. 

En effet, soit ABCDE le polygone 
donné; menez du sommet A les diago- 
c nales AC, AD; puis, après avoir pris 
arbitrairement b sur le côté AB, menez 
bc parallèle à BC , puis cd parallèle à 
CD, enfin de parallèle à DE ; les trian- 
gles Abc, A cd,... seront respectivement semblables aux 
triangles ABC, ACD,... et les deux polygones ABCDE, 
A bede, qu’on pourra d'ailleurs placer d’une manière quel- 
conque l’un par rapport à l’autre^|^$pt composés d’un 
même nombre de triangles semblables chacun à chacun et 
semblablement placés. 



PROPOSITION XXIV. 

THÉORÈME. 


Deux polygones ABCDE, abede, composés ( comme 
on l’a vu précédemment) d’un meme nombre de trian- 
gles semblables et semblablement placés, ont les an- 


I 
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gles égaux chacun à chacun, et les côtés homologues 
proportionnels, et par conséquent sont semblables. 

Car la similitude des triangles ABC, 
abc, donne l’angle ABC = abc, et l’an- 
)Cgle BCA=èca; la similitude des trian- 
gles ACD, acd, donne l'angle ACD = 
acd, d’où l’on conclut BCD = bed, et 
ainsi de suite. 

De plus on aura, à cause de la simi- 
litude des mêmes triangles, la suite des 
rapports égaux 

AB : ab : : BC : bc : : AC : ac : : CD : cd : : DE : de : : AE : ae ; 
donc les deux polygones ont assi leurs côtés homologues 
proportionnels et sont semblables. 

PROPOSITION XXV. 

THÉORÈME. 

Réciproquement deux polygones semblables peu- 
vent être décomposés en un même nombre de triangles 
semblables chacun à chacun et semblablement dis- 
posés. 

Dans le polygone 
ABCDE , menez d’un 
même angle A les dia- 
gonales AC, AD, aux 
autresangles. Dans l’au- 
tre polygone FGHIK, 
menez semblablement de l’angle F homologue à A, les dia- 
gonales FH, FI, aux autres angles. 

Puisque les polygones sont semblables, l’angle ABC est 
égal à son homologue FGH , et de plus les côtés AB, BC, 
sont proportionnels aux côtés FG, GH ; de sorte qu’on a 
AB:FG: :BC:GH. Il suit de là que les triangles ABC, FGH, 

6 
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ont on awgleégal compris entre côtés proportionnels ; donc 
«ai. ils sont semblables *; donc l’angle BCA est égal à GHF. Ces 
angles égaux étant retranchés «les angles égaux BCD, GHI, 
les restes ACD, FHI, seront égaux : mais, puisque les trian- 
gles ABC, FGH, sont semblables, on a AC:FH: :BC:GH; 
d’ailleurs, à cause de la similitude des polygones, BC: 
GH: :CD:HI; done AC:FH: :CD:HI : mais on a déjà vu 
que l’angle ACD = FHI ; donc les triangles ACD, FHi, ont 
un angle égal compris entre côtés proportionnels, donc ils 
sont semblables. On «xmtinuerait de même à démontrer la 
similitude des triangles suivants, quel que fût le nombre 
des côtés des polygones proposés; donc deux polygones 
semblables sont composés d’un même nombre de triaDgies 
semblables et semblablement disposés. 

Remarque. La décomposition peut se faire de plusieurs 
manières, en menant les diagonales par deux sommets ho- 
mologues quelconques. Il résulte de là que dans deux po- 
lygones semblables, detrx diagonales homologues CE, HK, 
sont entre elles comme deux côtés homologues ; car elles 
sont les côtés homologues de triangles semblables CDE , 
HIK, qui font partie des deux polygones. 

PROPOSITION XXVI. 

THÉOBEME. 


Les lignes AF, AG, etc. , menées comme on vou- 
dra parle sommet if un triangle, divisent proportion- 
nellement la base BC et sa parallèle DE, de sorte quon 
a DI : BF :: IK: FG : : KL : GH, etc. 

Car, puisque DI est parallèle à BF, le 
triangle ADI est équiangle à ABF, et on a la 
proportion DI : BF :: AI : AF ; de même, IK 
étant parallèle à FG, on a AI: AF :: IK:FG; 
donc, à cause du rapport commun AI : AF, 
on auraDI:BF :: IK:FG.On trouverasem- 
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blablement IK:FG::KL:GH, etc.; donc la ligne DE est 
divisée aux points I, K, L, comme la base BC l’est aux points 
F, G, H. 

Corollaire. Donc, si BC était divisée en parties égales aux 
points F, G, H, la parallèle DE serait divisée de même en 
parties égales aux points ï, K, L. 

PROP®SITI@N XXVII. 

THÉORÈME. / 

I 

Si de F angle droit A d'un triangle rectangle on 
abaisse la perpendiculaire AD sur F hypoténuse : 

i° Ixs deux triangles partiels ABD , ADC , seront 
semblables entre eux et au triangle total ABC ; 

2 ° Chaque côté AB ou AC sera moyen propor- 
tionnel entre V hypoténuse BC et le segment adjacent 
BD ou DC ; 

3° La perpendiculaire AD sera moyenne propor- 
tionnelle entre les deux segments BD, DC. 

Car,i"le triangle BADetle triangleBAC 
ont l’angle commun B ; de plus, l’angle 
droit BDA est égal à l'angle droit BAC ; 
donc le troisième BAD de l’un est égal au 
troisième C de l’autre ; donc ces deux 
triangles sont équiangles et semblables. On démontrera 
de même que le triangle DAC est semblable au triangle 
BAC; donc les trois triangles' sont équiangles et semblables 
entre eux. 

à° Puisque le triangle BAD est semblable au triangle 
BAC, leurs côtés homologues sont proportionnels. Or, le 
côté BD dans le petit triangle est homologue à BA dans 
le grand, parce qu’ils sont opposés à des angles égaux, BAD, 
BCA; l’hypoténuse BA du petit est homologue à l’hypo- 
ténuse BC du grand; donc on peut former la proportion 

6 . 



S ’ 


Digitized by Google 



84 


GÉOMÉTRIE. 


BD:BA :: BA:BC. On aurait de la même manière DC: AC :: 
AC:BC; donc, 2 ° chacun des côtés AB, AC, est moyen 
proportionnel entre l'hypoténuse et le segment adjacentà 
ce côté. 

3“ Enfin, la similitude des triangles ABD, ADC, donne, 
en comparant les côtés homologues, BD: AD :: AD: DC ; 
donc, 3° la perpendiculaire AD est moyenne proportion- 
nelle entre les segments BD, DC, de l’hypoténuse. 

Scolie. La proportion BD: AB:: AB: BC donne, en éga- 

' " t 

tant le produit des extrêmes à celui des moyens, AB=BD X 
BC. On a de même AC — DC X BC, donc AB-+-AC=BD x 
BC-t-DCx BC; le second membre est la même chose que 
(BD+DC) X BC, et il se réduit à BC x BC ou BC ; donc on 
a AB q-AC=BC ; donc (en se fondant sur la mesure du 
carré) le carré fait sur l’hypoténuse BC est égal à la 
somme des carrés faits sur les deux autres côtés AB, AC. 
Nous retombons ainsi sur la proposition du carré de 
l’hypoténuse par une voie très-differente de celle que 
nous avions suivie} d’où l'on voit qu’à proprement parler 
la proposition du carré de l’hypoténuse est une suite de 
la proportionnalité des côtés dans les triangles équiangles. 

Corollaire. Si d’un point A de la circon- 
férence on mène les deux cordes AB, AC, 
aux extrémités du diamètre BC, le triangle 
* * 9 . " C BAC sera rectangle en A* ; donc, 1 “ la per- 

pendiculaire AD est moyenne prvportionnelle entre lis deux 
segments BD, DC, du diamètre, ou, ce qui revient au même, 
le carré AD est égal au rectangle BD X DC. 

2 “ La corde AB est moyenne proportionnelle entre le, dia- 
mètre BC et le segment BD, ou, ce qui revient au même, 



AB— BD X BC. On a semblablement AC =CD X BC ; donc 
AB:AC:: BD:DC} et si on compare AB à BC, on aura AB: 

BC::BD:BC; on aurait de même AC :BC :: DC : BC. Ces 
rapports des carrés des côtés , soit entre eux , soit avec le 
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carré de l’hypoténuse, ont été déjà donnés dans les co- 
rol. in et iv delà propos, xi. 

PROPOSITION XXVIII. 

THÉORÈME. 

Deux triangles qui ont un angle égal sont entre 
eux comme les rectangles des côtés qui comprennent 
l'angle égal. Ainsi le triangle ABC est au triangle 
ADE comme le rectangle AB x AC est au rectangle 
AD x AE. 

A Tirez BE ; les deux triangles ABE, ADE, 

/ , dont le sommet commun est E, ont même 
j / \ hauteur, et sont entre eux comme leurs 

/' v \\ bases AB, AD* ; donc 

/ ABE: ADE:: AB: AD. 

B c On a de même 

ABC :ABE ::AC: AE. 

Multipliant ces deux proportions par ordre, et omettant le 
commun terme ABE, on aura 

ABC : ADE :: AB x AC : AD x AE. 


PROPOSITION XXIX. 

THÉORÈME. 

Deux triangles semblables sont entre eux comme 
les carrés des côtés homologues. 

A Xi Soit l'angle A=D, et l’angle 

B=E; d’abord à cause des angles 
égaux A et D, on aura, d’après 
\ le théorème précédent, 

V ABC : DEF :: AB x AC : DE x DF, 
ce qui peut s’écrire sous la forme 

AB C _ AB AC 
DEF - DE X DF’ 
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Or, à cause de la similitude des triangles , on a 



AC AB , 

DF DË’ 

ABC AB AB AB* 

DEF DË X DË 

PROPOSITION XXX. 

THÉORÈME. 



Les contours ou périmètres des polygones sembla- 
bles sont comme les côtés homologues, et leurs surfaces 
sont comme les carrés de ces memes côtés. 

Car, i° puisqu’on a, 
par la nature des figures 
semblables , AB : FG :: 
BC:GH:: CD:HI, etc., 
on peut conclure de 
c.ette suite de rapports 
égaux : La somme des antécédents AB -+- BC + CD, etc., 
périmètre de la première figure, est à la somme des con- 
séquents FG -f- GH 4- HI, etc., périmètre de la seconde fi- 
gure, comme un antécédent est à son conséquent, ou 
comme le côté AB est à son homologue FG. 

»• Puisque les triangles ABC, FGH, sont semblables, on 

a * ABC : FGH :: AC : FH ; de même les triangles semblables 

ACD, FHI, donnent ACD : FHI :: AC : FH ; donc, à cause 
— — • - ■ * * 

du rapport commun AG : FH, on a 

ABC: FGH:; ACD: FHI. 


Par un raisonnement semblable on trouverait 
ACD : FHI:: ADE : FIK ; 

et ainsi de suite, s’il y avait un plus grand nombre de trian- 
gles. De cette suite de rapports égaux on conclura : La 
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somme des antécédents ABC-+-ACD-4-ADE, ou le polygone 
ABCDE, est àla somme des conséquents FGHt-FHI+FIK, 
ou au polygone FGHIK, comme un antécédent ABC est à 

son conséquent FGH, ou comme AB est à FG; donc les sur- 
faces des polygones semblables sont entre elles comme les 
carrés des cotés homologues. 


PROPOSITION XXXI. 


THEOREME. 


Les parties de. deux cordes AB, CD, qui se coupent 
tlans un cercle , sont réciproquement proportionnelles , 
c'est-à-dire qu'on a AO : DO : : CO: OB. 

Joignes AC et BD; dans les triangles 
ACO, BOD, les angles en O sont égaux 
comme opposés au sommet; l’angle A est 
égal à l’angle D, parce qu’ils sont inscrits 
dans le même segment*; par la même rai- 
son, Fangle C=B; doue ces triangles sont semblables, et les 
côtés homologues donnentla proportion AO: DO :: CO : OB. 

Corollaire. On tire de là AO X OB=.DO X CO : donc le 
rectangle des deux parties de l’une des cordes est égal au 
rectangle des deux parties de l’autre. 



PROPOSITION XXXII. 

THÉORÈME. 


Si (F un même point O , pris hors du cercle , on mène 
les sécantes OB ,, OC , terminées à F arc concave BC , 
les sécantes entières seront réciproquement propor- 
tionnelles à leurs parties extérieures , c’est-à-dire quon 
aura OB : OC : : OD : OA. 


*19.* 
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Car, en joignant AC, BD, les triangles 
OAC, OBD, ont l’angle O commun; de 
plus l’angle B=C*; donc ces triangles 
sont semblables ; et les côtés homologues 
donnent la proportion 

OB:OC::OD:OA. 

Corollaire. Donc le rectangle OA X OB 
est égal au rectangle OC X OD. 

Scolie. On peut remarquer que cette proposition a beau- 
coup d’analogie avec la précédente, et quelle n’en diffère 
qu’en ce que les deux cordes AB, CD, au lieu de se couper 
dans le cercle, se coupent au dehors. 


o 



PROPOSITION XXXIII. 

THÉORÈME. 


• »o , a. 


Si d’un meme point O pris hors du cercle on mène 
une tangente OA et une sécante OC , la tangente sera 
moyenne proportionnelle entre la sécante et sa partie 
extérieure ; de sorte qu’on aura OC: OA : : OA:OD; 

■1 1 

ou, ce qui revient au même , OA=OC x OD. 

Car, en joignant AD et AC, les triangles 
OAD, ’OAC, ont l’angle O commun ; de 
plus l’angle OAD, formé par une tangente 
et une corde *, a pour mesure la moitié de 
l’arc AD, et l’angle C a la même mesure; 
donc l’angle O AD = C ; donc les deux trian- 
gles sont semblables, 'et on a la proportion 
OC: OA::OA:OD, 



qui donne OA = OCxOD. 

Scolie. Cette proposition peut se déduire de la précé- 
dente, en considérant la tangente OA comme la limite des 
positions que prendrait une sécante tournant autour du 
point O. 
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PROPOSITION XXXIV. 


THEOREME. 



Dans lout triangle ABC, le rectangle des deux côtes 
AB, AC , est égal au rectangle compris par le diamè- 
tre CE du cercle circonscrit et la perpendiculaire AD 

abaissée sur le troisième côté BC. 

Car, en joignant AE'les triangles ABD, 
AEC, sont rectangles, l'un en D, l’autre 
en A; de plus, l'angle B=E; donc ces 
triangles sont semblables, et ils donnent 
èjc. la proportion AB : CE :: AD: AC; doù 
résulté AB X AC=CE X AD. 

Corollaire. Si on multiplie ces quantités égales par la 
même quantité BC, on aura AB X AC X BC=zCE X AD x BC- 
Or, AD X BC est le double de la surface du triangle* ; donc 
le produit des trois côtés (T un triangle est égal a sa surface 
multipliée par le double du diamètre du cercle circonscrit. 

Le produitde trois lignes s'appelle quelquefois un solide, 
par une raison qu’on verra ci-après. Sa valeur se conçoit 
aisément, en imaginant que les lignes sont réduites en nom- 
bres, et multipliant les nombres dont il s’agit. 

Scolie. On peut démontrer aussi que la surface d'un 
triangle est égale à son périmètre multiplié par la moitié du 
rayon du cercle inscrit. 

B Car les triangles AOB, BOC, AOC, 

qui ont leur sommet commun en O, 
TtJCf ./ ont pour hauteur commune le rayon 
. 0 f - du cercle inscrit; donc la somme de 

A F c ces triangles sera égale à la somme des 

bases AB, BC,AC, multipliée par la moitié du rayon OD; 
donc la surface du triangle ABC est égale à son périmètre 
multiplié par la moitié du rayon du cercle inscrit. 
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PROPOSITION XXXV. 

THÉORÈME. 

Dans un triangle ABC, si on divise V angle A en 
deux parties égales par la ligne AD, le rectangle des 
côtés AB, AC, sera égal au rectangle des segments 
BD, DC, plus au carré de la sécante AD. 

Faites passer une circonférence par les 
tçois points À, B, C; prolongez AD jusqu’à 
la circonférence, et joignez CE. 

Le triangle BAD est semblable au trian- 
gle EAC; car, par hypothèse, l’angle 
BAD = EAC; de plus l’angle B = E, 
puisqu’ils ont tous deux pour mesure la 
moitié de l’arc AC; donc ces triangles sont semblables, et les 
côtés homologues donnent la proportion BA: AE r: AD: AC : 
de la résulte B A X AC = AE x AD ; mais AE = AD + DE, 
et en multipliant de part et d’autre par AD, on a AE X AD 
= AD ADx DE ; d’ailleurs AD x DE = BD x DC ; donc 
enfin 

B A x AC ==TÂb + BD x DC. 

PROPOSITION XXXVI. 

THÉORÈME. 

Dans tout quadrilatère inscrit ABCD, le rectangle 
des deux diagonales AC , BD , est égal à la. somme 
des rectangles des côtés opposés, de sorte qu'on a 
ACxBD = ABxCD + ADxBC. 
Menez la droite BI, telle que l’angle 
GBI soit égal à ABD, et prolongez-la 
jusqu’à sa rencontre avec AC. L’angle 
ADB=BCI, parce qu’ils sont inscrits 
dans le même segment AOB; de pins 
l’angle ABD = CRI par construction;, 
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donc le triangle ABD est semblable au triangle IBC, et on a 
la proportion AD:CI:: BD : BC ; d'où résulte ADxBC 
=CIx BD. Je dis maintenant que le triangle ABI est sem- 
blable au triangle BDC; car l'angle ABD étant égal à GBI, 
si on ajoute de part et d'autre DBI, on aura ABI = DBC; 
de plus l’angle BAI=BDC, parce qu’ils sont inscrits dans 
le même segment ; donc les triangles ABI, DBC, sont sem- 
blables, et les côtés homologues donnent la proportion' 
AB : BD: : AI : CD, d’où résulte AB X CD = AI x BD. 

Ajoutant les deux résultats trouvés, et observant que 
AIx BD -f- CI X BD = (AI -f- Cl) xBD== AC x BD, on aura 
AD X BC-f-AB x CD= AC x BD. 

PROPOSITION XXXVII. 

THÉORÈME. 

Dans tout quadrilatère non inscriptible, le rectan- 
gle des diagonales est moindre que la somme des 
rectangles des côtés opposés. 

Par les trois points A, B, C, faites 
passer un cercle qui ne contiendra 
pas le quatrième sommet D, faites 
l’angle ABI = DBC, et l’angle BAI 
= BDC. La droite AI ne pourra pas 
coïncider avec AC, puisque, le point 
D n’étant pas sur la circonférence, 
l’angle BDC est différent de BAC ; enfin joignez le point I 
au point C. 

Les triangles ABI, BDC, équiangles par construction, 
donnent la proportion AB: AI: :BD: DC ; d’où 
AlxBD=ABxDC (t) 

f Les triangles ABD, IBC, sont aussi semblables; car, si 
des angles égaux ABI, DBC, on retranche la partie com- 
mune DBI, il restera l’angle ABD = IBC; de plus, à cause 
de la similitude des triangles ABI, DBC, on a la proportion 


B 
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AB: BD: :BI:BC; les triangles ABD, 1BC, ont donc un an- 
gle égal compris entre côtés proportionnels, et sont sem- 
blables ; on a donc la proportion AD:IC : : BD:BC, d’où 
ICxBD = ADxBC (a); 

ajoutant les égalités (i) et ( 2 ), il vient 

BD x (AI + IC) = AB x DC 4- AD x BC, 
et comme AI -f- IC est plus grand que AC, on a 
BDx AC<ADxDC-f ADxBC. 

Scolie. On conclut de là que si, dans un quadrilatère, le 
rectangle des diagonales est égal à la somme des rectangles 
des côtés opposés, ce quadrilatère est inscriptible. 

PROPOSITION XXXVI II. 

THÉORÈME. 


* 35 . 


Les diagonales (P un quadrilatère inscrit sont entre 
elles comme les sommes des rectangles des côtés qui 
aboutissent à leurs extrémités. 

- 8 Le quadrilatère ABCD est décom- 

posé en deux triangles ABC, ADC, 
par la diagonale AC; or, en dési- 
gnant par R le rayon du cercle cir- 
c conscrit, on a* : 

AB x BC x AC= 4R x ABC, 
et ADx DCx AC=4Hx ADC. 



Ajoutant , il vient : 

AC x (AB x BC-l-AD x DC) = 4R x ABCD. 

Mais si l’on décomposait le quadrilatère en triangles par 
la diagonale BD, on trouverait de même : 

BD x (AB x AD+BC x DC)= 4 R x ABCD, 

d’où 


AC x (AB x BC+ AD x DC) = BD X (AB X AD-f-BC x DC) , 
ce qui donne la proportion 

AC : BD : : AB x AD+BC x DC : AB x BC+ AD X DC. 
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Problèmes relatifs au livre III. 


PROBLEME PREMIER. 



Diviser une ligne droite donnée en tant de parties 
égales qu’on voudra , ou en parties proportionnelles à . 
des lignes données. 

' L i° Soit proposé de diviser la ligne AB en 
1 cinq parties égales; par l’extrémité A on mè- 
..^nera la droite indéfinie AG, et prenant AC 
L d’une grandeur quelconque, on portera AC 
cinq fois sur AG. On joindra le dernier point 
de division G et l’extrémité B par la ligne GB, 
puis on mènera CI parallèle à GB ; je dis 
que AI sera la cinquième partie de la ligne AB, et qu’ainsi 
en portant AI cinq fois sur AB, la ligne AB sera divisée 
en cinq parties égales. 

Car, puisque CI est parallèle à GB, les côtés AG , AB, 
sont coupés proportionnellement en C et I *. Mais AC est 
la cinquième partie de AG ; donc AI est la cinquième par- 
tie de AB. 

2° Soit proposé de diviser la 
ligne AB en parties proportion- 
nelles aux lignes données P, Q, R. 
Par l’extrémité A on tirera l’in- 
définie AG, on prendra AC= P, 
c CD=Q, DE = R, on joindra 
les extrémités E et B, et par les points C, D , on mènera 
CI, DK, parallèles à EB; je dis que la ligne AB sera di- 
visée en parties AI, IK, KB, proportionnelles aux lignes 
données P, Q, R. 

Car, à cause des parallèles CI, DK, EB, les parties AI, 
IK, KB, sont proportionnelles aux parties AC, CD, DE * ; 
et par construction celles-ci sont égales aux lignes don- 
nées P, Q , R. 



1 16. 


16. 
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PROBLEME II. 

/ • 

Trouver une quatrième proportionnelle à trois lignes 
données A, B, C. 

Tirez les deux lignes indéfinies 
DE, DF, sous un angle quelcon- 
- ,B que. Sur DE prenez DA = A et 
* c DB=B, sur DF prenez DC=C, 

\ c joignez AC, et par le point B 

F menez BX parallèle à AC ; je dis 

que DX sera la quatrième proportionnelle demandée: 
car, puisque BX est parallèle à AC, on a la proportion 
DA:DB :: DC: DX; or, les trois premiers termes de cette 
proportion sont égaux aux trois lignes données; doncDX 
est la quatrième proportionnelle demandée. 

Corollaire. On trouvera de même une troisième propor- 
tionnelle aux deux lignes données A, B, car elle sera la 
même que la quatrième proportionnelle aux trois lignes 
A, B, B. 

PROBLÈME III. 



Trouver une moyenne proportionnelle entre deux 
lignes données A et B. 

Sur la ligne indéfinie DF prenez DE 
= A, et EF=B; sur la ligne totale 
DF comme diamètre, décrivez la demi- 
* circonférence DGF ; au point E élevez 
sur le diamètre la perpendiculaire EG . 
qui rencontre la circonférence en G; je dis que EG sera 
la moyenne proportionnelle cherchée. 

Car la perpendiculaire GE, abaissée d’un point de la 
circonférence sur le diamètre, est moyenne proportion- 
îf. nelle entre les deux segments du diamètre DE, EF * : or , 
ces segments sont égaux aux lignes données A et B. 


» E 

tu 

A 1 1 
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Deuxième construction. Prenez DF 
= A , DE = B , et décrivez une cir- 
conférence sur DF comme diamètre: 

? 

élevez EG perpendiculaire sur DF, et 
joignez le point G au point D; la ligne 
GD sera moyenne proportionnelle entre A et B. 

Troisième construction. Prenez OC 
— A, OD = B ; par les points D et C 
faites passer une circonférence quel- 
conque , et par le point O menez une 
"7 c tangente OA à cette circonférence; 
la ligne OA sera moyenne propor- 
tionnelle entre A et B. 



PROBLEME 




Par un point donné A dans l'angle donné BCD , 
tirer la ligne BD de manière que les parties AB , AD , 
comprises entre le point A et les deux côtés de l'angle, 
soient égales. 

Par le point A menez AE parallèle à CD, 
prenez BE = CE, et par les points B et A 
tirez BAD, qui sera la ligne demandée. 

Car, AE étant parallèle à CD , on a 
BE : EC :: BA : AD ; or BE = EC; donc 

BA = AD. 



PROBLEME V. 


Faire un carré équivalent à un parallélogramme ou 
à un triangle donné. 


n c 



A i) ü 


OU 


i° Soient AB la base du parallélo- 
gramme donné, DE sa hauteur, et X 
le côté du carré cherché; on doit 
avoir : 

X 1 = AB x DE 
AB:X::X:DE. 
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Le côté X est donc une moyenne propor- 
tionnelle entre AB et DE. 

2° On verrait de la même manière que le 
côté du carré équivalent à un triangle donné, 
est une moyenne proportionnelle entre la base 
du triangle et la moitié de la hauteur. 



PROBLÈME vi. 


Faire sur la ligne AD un rectangle ADEX équiva- 
lent au rectangle donné ABFC. 

0 * Soit AX la hauteur inconnue du rectan- 

gle ADEX; puisque les deux rectangles doi- 
B vent être équivalents, on a l’égalité ADx 
K AX = AB X AC , ce qui donne la propor- 
tion AD: AB:: AC:AX. 

a d La ligne cherchée AX est donc une qua- 

trième proportionnelle aux trois lignes AD, AB, AC. 


PROBLÈME VII. 

Trouver deux droites qui soient dans le même rap- 
port que les surfaces de deux rectangles donnés. 

Soient A, B, les dimensions du premier rectangle; 
C, D, les dimensions du second. 

L’une des deux lignes cherchées peut être choisie arbi- 
trairement; nous la prendrons égale à A, et soit X la se- 
conde ligne. On doit avoir d’après l'énoncé : 

AxB:CxD::A:X, 


d’où 


CxDxA CxD 

A x B ~ B ' 


La ligne cherchée X sera donc une quatrième propor- 
tionnelle aux trois lignes B, C, D. 
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PROBLEME VIII. 


Faire un triangle équivalent à un polygone donné. 

JP Soit ABCDE le polygone donné. 

//j \ V\ Tirez d'jibord la diagonale CE, qui re- 

A/ j 1 \Alj tranche le triangle CDE; par le point 
1/ \ j | / \ ; D, menez DF parallèle à CE jusqua la 

G X é j> rencontre de AE prolongé ; joignez 

CF, et le polygone ABCDE sera équivalent au polygone 
ABCF qui a un côté de moins. 

Car les triangles CDE, CFE, ont la base commune CE; 
ils ont aussi la même hauteur, puisque leurs sommets D, F, 
sont situés sur une ligne DF parallèle à la base ; donc ces 
triangles sont équivalents. Ajoutant de part et d’autre la 
figure ABCE, on aura, d’un côté, le polygone ABCDE, et, 
de l’autre, le polygone ABCF, qui seront équivalents. 

On peut pareillement retrancher l’angle B en substituant 
au triangle ABC le triangle équivalent AGC, et ainsi le pen- 
tagone ABDE sera changé en un triangle équivalent GCF. 

Le même procédé s’appliquera à toute autre figure ; car, 
en diminuant d'un à chaque fois le nombre des cotés, on 
finira par tomber sur le triangle équivalent. 

Scolie. On a déjà vu que tout triangle peut être changé 
en un carré équivalent*, ainsi on trouvera toujours un 
carré équivalent à une figure rectiligne donnée; c’est ce 
qu’on appelle carrer la figure rectiligne, ou en trouver la 
quadrature. 

Le problème de la quadrature du cercle consiste à trouver 
un carré équivalent à un cercle dont le diamètre est donné. 


P* - - 


PROBLEME IX. 


Faire un carré qui soit égal à la somme ou à la dif- 
férence de deux carrés donnés. 

7 
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Soient A. et B les côtés des carrés donnés : 

i° S’il faut trouver un carré égal 
à la somme de ces carrés ; tirez les 
deux lignes indéfinies ED, EF, à 
angle droit; prenez ED = A et 
EG = B, joignez DG , et DG sera 
le côté du carré cherché. 

Car le triangle DEG étant rectangle, le carré fait sur DG 
est égal à la somme des carrés faits sur ED et EG. 

2 ° S’il faut trouver un carré égal à la différence des car- 
rés donnés , formez de même l’angle droit FEH , prenez GE 
égal au plus petit des côtés A et B; du point G, comme 
centre, et d’un rayon GH égal à l’autre côté, décrivez un 
arc qui coupe EH en H; je dis que le carré fait sur EH 
sera égal à la différence des carrés faits sur les lignes A et B. 

. Car le triangle GEH est rectangle , l’hypoténuse GH == A, 
et le côté GE = B; donc le carré fait sur F.H, etc. 

Scolie. On peut trouver ainsi un carré égal à la somme 
de tant de carrés qu'on voudra; caria construction qui 
en réduit deux à un seul, en réduira trois à deux, et 
ces deux-ci à un , ainsi des autres. 11 en serait de même 
si quelques-uns des carrés devaient être soustraits de la 
somme des autres. 



PROBLÈME X. 



Construire un carré qui joit au 
carré donné ABCD, comme la li- 
gne M est à la ligne N. 

Sur la ligne indéfinie EG, prenez 
EF = M, et FG — N ; sur EG, comme 
diamètre, décrivez une demi-circon- 
férence, et au point F élevez sur le 
diamètre la perpendiculaire FH. Du 
point H menez les cordes HG, HE: 
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sur la première prenez HK égale au côté 'AB du carré 
donné, et par le point K menez Kl parallèle à EG; je dis 
que III sera le côté du carré cherché. 

Car, à cause des parallèles Kl, GE, on a HI:HK :: HE:HG; 

donc Hi:HK :: HE:HG : mais, dans le triangle rectangle 
EHG*, le carré de HE est au carré de IIG comme le’ 
segment EF est au segment FG, ou comme M est à N ; 

donc HI:HK::M:N. Mais HK=z AB; donc le carré fait 
sur HI est au carré fait sur AB comme M est à N. 


PROBLEME XI. 



Sur le côté FG , homologue à AB , décrire un poly- 
gone. semblable au polygone donné ABCOE. 

C Dans le' polygone 

donné tirez les diaso- 

D 

nales AG, AD : au point 
F faites l’angle GFII= 


BAC, et au point G l’an- 
& . gleFGII = ABC; les li- 

gnes FH, GH, se couperont en H, et FGH sera un triangle 
semblable à ABC : de même sur FH, homologue à AC, 
construisez le triangle FHI semblable à ADC, et sur FI, 
homologue à AD, construisez le triangle FIK, semblable 
à ADE. Le polygone FGHIK sera le polygone demandé, 
semblable à ABCDE. 

Car ces deux polygones sont composés d’un même 
nombre de triangles semblables et semblablement placés. 


PROBLEME XII. 


Deux figures semblables étant données , construire 
une figure semblable <pu soit égale à leur somme ou à 
leur différence. 

7 - 
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Soient P et Q les surfaces des polygones donnés ; A et 
B deux côtés homologues de ces polygones; soit X la sur- 
face du polygone cherché, x le côté homologue à A et B. 

Les polygones semblables étant comme les carrés des 
côtés homologues, on aura: 

P : Q : : A’ : B’, 

d'où P : P -f- Q : : A* : A* 4- h'. 

On aura aussi P : X : : A’ : x’ ; 
et comme X= P-l-Q, les deux dernières proportions ont 
les trois premiers termes communs; donc ■r , = A’-f-B\ 

Ainsi le côté x est l'hypoténuse d’un triangle rectan- 
gle, dont les côtés de l’angle droit sont A cl B. 

Connaissant le côté x, la question est ramenée au pro- 
blème précédent. 

Si le polygone X devait être égal à P — Q , on aurait 
encore les proportions: 

P : Q : : A* : B’, ' 

d’où P : P— Q:: A*: A*— B*. 

On a d’ailleurs P : X : : A 1 : x*, 
d'où l'on conclut a.-’ = A’ — B 1 . 

PROBLÈME XIII. 

Construire une figure, semblable à une figure donnée, 
et qui soit à ee.Ue figure dans le rapport de m a n. 

Soit P la surface de la ligure donnée, A l'un de ses cô- 
tés; soit encore X la surface de la ligure cherchée, x le 
côté homologue de A. 

On aura, d’après l’énoncé du problème : 

X : P : : m :n. 

Et à cause de la similitude des polygones : 
X:P::**:A«, 
d'où x' : A* : : m : n. 

On trouvera donc le côté x par le problème X. 
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PROBLÈME XIV. 

Construire une figure semblable, h la figure 1’ et 
équivalente à la figure Q. 

Soient A un côté du polygone P, et x le côté homo- 
logue de la ligure cherchée X. 

On aura, à cause de la similitude des polygones : 

P : X : : A 1 : 

Et comme X doit être équivalent à Q , 

P : Q : : A* : x\ 

Si l’on cherche deux carrés M’, K’, équivalents à P et à 
Q, on aura 

M’ : N* : : A* : x% 

d’où M : N : : A': x. 

La ligne x sera donc une quatrième proportionnelle aux 
trois lignes M, N, A. 

, PROBLÈME XV. 

Construire un rectangle équivalent à un carré donné 
C, et dont les côtés adjacents fassent une somme 
donnée AB. 

Sur AB, comme diamètre, décrivez 
une demi-circonférence, menez paral- 
lèlement au diamètre la ligne ED à une 
K distance AD égale au côté du carré 
N. donné C. Du point E, où la parallèle 
\ coupe la circonférence, abaissez sur le 
p — j, diamètre la perpendiculaire EF ; je dis 
que AF et FB seront les côtés du rectangle cherché. 

Car leur somme est égale à AB; et leur rectangle 
AF xFB est égal au carré de EF, ou au carré de AD; 
donc ce rectangle est équivalent au carré donné C. 
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Scolie. Il faut, pour que le problème soit possible, que 
la distance AD n’excède pas le rayon, c’est-à-dire que le 
côté du carré G n’excède pas la moitié de la ligne AB. 

PROBLÈME XVi. 

Construire un rectangle équivalent à un carré C , 
et dont les côtés adjacents aient entre eux la diffé- 
rence donnée A B. 

Sur la ligne donnée AB, comme dia- 
mètre , décrivez une circonférence ; à 
l’extrémité du diamètre, menez la tan- 
gente AD égale au côté du carré C:par le 
point Det le centre 0 tirez la sécante DE : 
je dis que DE et DF seront les côtés ad- 
jacents du rectangle demandé. 

Car, i° la différence de ces côtés est égale au diamètre 
EF ou AB; 2 ° le rectangle DExDF est égal à AD ; donc 
ce rectangle sera équivalent au carré. donné C. 

PROBLÈME XVII. 

Diviser une ligne AB en moyenne et extrême raison , 
c’est-à-dire en deux parties telles que. la plus grande 
soit moyenne proportionnelle entre la ligne entière et 
r autre partie. 

A l’extrémité B de la ligne AB éle- 
^ irez la perpendiculaire BC égale à la 
moitié de AB; du point C, comme 
centre, et du rayon CB décrivez une 
circonférence, tirez AG qui coupera 
la circonférence en D, et prenez AF= 
AD î je dis que la ligne AB sera divisée au point F delà 
manière demandée. 

En effet, prolongez AC jusqu’à ce quelle rencontre de 
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nouveau la circonférence en E; la ligne AB étant tangente, 
on a la proportion 

AE : AB : : AB : AD , 

ou AE — AB : AB : : AB — AD : AD. 

Or AB = DE, on a donc AE — AB = AD — AF ; on a 
aussi AB — AD = AB — AF — FB. * 

Donc, enfin, on a la proportion 

AF: AB : : AB : FB. 

Scolie. Soit AB = a, on a AF =rAD = AC — CD. 

Or ACrrz^ÀB’-E BC=\/ a’ + -=\/— = -1/5 

y 4 v 4 2 

CD = -, 

a 

donc AF= -1/5 -X (l/5 — i). 

a a a N J + 



■ Digitized by Google 



GÉOMÉTRIE. 


104 


LIVRE IV. 

LES POLYGONES RÉGULIERS ET LA MESURE DU CERCLE. 


DEFINITION. 


Un polygone qui est à la fois équiangle et équilatéral, 
s’appelle polygone régulier. 

Il y a des polygones réguliers de tout nombre de côtés. 

Car, si l’on conçoit une circonférence 
divisée en m parties égales, et qu’on 
joigne par des droites les points de di-v 
vision consécutifs A, B, C..., on formera 
un polygone de m côtés qui seront tous 
égaux, comig£ sous-tendant des arcs 
égaux; de plus, les angles A, B, C, seront égaux comme 
angles inscrits qui sous-tendent des portions égales de la 
circonférence. 

Le triangle équilatéral est le polygone régulier de trois 
côtés, le carré celui de quatre, et ainsi de suite. 

PROPOSITION PREMIÈRE. 



THEOREME. 




Deux polygones réguliers d’un 
même nombre de côtes sont deux 
figures semblables. 

Soient, par exemple, les deux hexa- 
gones réguliers ABCDEF, abedej : la 
somme des angles est la même, dans 
l’une et dans l’autre figure; elle est égale 
à huit angles droits. L’angle A est la 
sixième partie decette somme, aussi bien 
que l’angle a ; donc les deux angles A 
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et a sont égaux; il en est par conséquent de même des an- 
gles B et b, des ahgles C cl c, etc. 

De plus , puisque par la naturç de ces polygones les 
côtés AB,BC, CD, etc., sont égaux, ainsi que ab, bc 
cd, etc., il est clair qu’on a les proportions AB:«i::BC: 
bc:\CD\cd , etc.; donc les deux figures dont il s’agit ont 
les angles égaux et les côtés homologues proportionnels; 
donc elles sont semblables. 

Corollaire. Les périmètres de deux polygones réguliers 
d’un même nombre de côtés sont entre eux comme les 
côtés homologues, et leurs surfaces sont comme les 
carrés de ces mêmes côtés. 

Scolie, L'angle d’un polygone régulier se détermine 
par le nombre de ses côtés, comme celui d’ùn polygone 
équiangle. 

PROPOSITION IL 

THÉORÈME. 

Tout polygone régulier peut être inscrit dans le 
cercle, et peut lui être circonscrit. 

Soit ABCDE, etc., le polygone dont il 

T\ I l S 7Î s ' a g' 1 > imaginez qu’on fasse passer une 
v f \ ,// \ circonférence par les trois points A, B, C; 

\ o /soit O son centre, et OP la perpendicu- 

A , / laire abaissée sur le milieu du côté BC; 

UN. t ‘ 

joignez AO et OD. 

Le quadrilatère OPCD et le quadrilatère OPBA peuvent 
être superposés : en effet le côté OP est commun, l’angle 
OPG= OPB, puisqu’ils sont droits; donc le côté PC s’ap- 
pliquera sur son égal PB, et le point C tombera en B. De 
plus, par la nature du polygone, l’angle PCD = PBA, 
donc CD prendra la direction BA; et puisque CD = BA, 
le point D tombera en A, et les deux quadrilatères coïn- 
cideront entièrement l’un avec l’autre. La distance OD est 
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donc égale à AO, et par conséquent la circonférence qui 
passe par les trois points A, B, C, passera aussi par le 
point D : mais, par un raisonnement semblable, on prou- 
vera que la circonférence qui passe par les trois sommets 
B, C, D, passera par le sommet suivant E, et ainsi de 
suite; donc la même circonférence qui passe par les points 
A, B, C, passe par tous les sommets des angles du poly- 
gone, et le polygone est inscrit dans cette circonférence. 

En second lieu, par rapport à cette circonférence, tous 
les côtés AB,BC, CD, etc., sont des cordes égales; elles 
*#, a. sont donc également éloignées du centre*; donc, si du 
point O, comme centre, et du rayon OP, on décrit une 
circonférence, cette circonférence touchera le côté BC et 
tous les autres côtés du polygone, chacun dans son milieu, 
et la circonférence sera inscrite dans le polygone, ou le 
polygone circonscrit à la circonférence. 

Scolie I. Le point O, centre commun du cercle inscrit 
et du cercle circonscrit , ■peut être regardé aussi comme le 
centre du polygone; et par cette raison on appelle angle 
au centre , l’angle AOB formé par les deux rayons menés 
aux extrémités d’un même côté AB. 

Puisque toutes les cordes AB, BC, etc., sont égales, il 
est clair que tous les angles au centre sont égaux, et qu’ainsi 
la valeur de chacun se trouve en divisant quatre angles 
droits par le nombre 'des côtés du polygone. 

Scolie II. Pour inscrire un polygone régulier d’un cer- 
tain nombre de côtés dans une circonférence donnée, il ne 
s’agit que de diviser la circonférence en autant de parties 
égales que le polygone doit avoir de côtés. 

Scolie III. Si dans un arc on inscrit une suite de cordes 
égales, la figure ainsi formée est appelée portion de poly- 
gone régulier, ou mieux ligne brisée régulière. Cette por- 
tion a les propriétés principales des polygones réguliers : 
elle a les angles égaux, elle est à la fois inscriptible et cir- 
conscriptible au cercle ; cependant elle ne ferait partie d’un 
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polygone régulier proprement-dit, qu autant que 1 aie sous* 
tendu par un de ses cotés serait une partie aliquote de la 
circonférence. 

PROPOSITION III. 

PROBLÈME. 

Inscrire un carré t/ans une circonférence donnée. 

Tirez deux diamètres AC, BD, qui se 
coupent à angles droits; joignez les extré- 
mités A, B, C, D, etda figure ABCD sera le 
carré inscrit : car, les angles AOB, BOC, etc., 
étant égaux, les cordes AB, BC,etc., sont 
égales. 

Scolic. Le triangle BOC étant rectangle et isocèle , on a* * 3- 

BC:BO::i/a: t ; donc le côté dit carré inscrit est au rayon 
comme la racine carrée de a est à / unité. 

PROPOSITION IV. 

PROBLÈME. 

Inscrire un hexagone régulier et un triangle équi • 

latéral dans une circonférence donnée. 

Supposons le problème résofc, et soit 
AB un côté de l’bexagone inscrit; si on 
mène les rayons AO, OB, je dis que le 
triangle AOB sera équilatéral. 

Car l’angle AOB est la sixième partie 
de quatre angles droits; ainsi, en pre- 



/v — — J ' O 

nant l’angle droit pour unité, -on aura AOB = | = § : les 
deux autres angles ABO , BAO , du même triangle valent 
ensemble a — § ou £, et comme ils sont égaux, chacun 
d’eux ==§5 dpnçye triangle ABO est équilatéral; donc le 
côté de l'hêÿagone inscrit est égal au rayon. 

* Il suit de là què, pour inscrire un hexagone régulier dans 
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une circonférence donnée, il faut porterie rayon six fois 
sur la circonférence, ce qui ramènera au même point d'où 
on était parti. 

L’hexagone ÀBCDEF étant inscrit, si l’on joint les 
sommets des angles alternativement, on formera le triangle 
équilatéral ACE. 

Scolic. La figure ABCO est un parallélogramme, et même 
i5,î. un losange, puisque AB = BC = CO=AO; donc* la 

somme des carres des diagonales AG + BO, est égale à la 
somme des carrés des côtés, laquelle est 4 AL ou 4 BO; 
retranchant de part et d’autre BO, il restera AC=3 BO ; 

donc AC : BO: : 3 : i , ou AC : BO : : 1/ 3 : i ; donc le coté 
du triangle équilatéral est au rayon comme la racine carrée 
de 3 est à l'unité. 

PROPOSITION V. 

PROBLÈME. 


» 3,3. 


Inscrire un décagone régulier dans un cercle. 

Supposons le problème résolu, et soit 
^ AB un côté du décagone inscrit; l’angle 
( , au centre AOB est égal à ou f ; la 
somme des angles OBA , OAB est donc 
égale à 2 d — | ou et par conséquent 
chacun d’eux vaut |. 

Menons la bissectrice BM de l’angle OBA; le triangle 
MOB est isocèle, puisque les angles MOB, OBM, valent 
chacun et l'on a OM = MB. Le triangle BAM est aussi 
isocèle; car l’angle MBA étant égal à f , et l’angle BAM à g 1 , 
le troisième angle AMB vaut nécessairement £. 



Ainsi , 
Enfin on a* 
ou bien 


AB=BM = MO. 
BO : B A : : MO : AM , 


g# {t'unit tfc'ttU là 

Ut dtux JapfcnWs 

AO : O M : : OM : AM. têfi-s 
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On voit donc que le rayon AO est divisé au point M en 
moyenne et extrême raison , et que le plus grand segment 
OM est égal au côté du décagone inscrit. 

Remarque. Le côté du décagone inscrit dans un cercle 
dont le rayon est R, est égal à 

rq/5— Q 

a 

Corollaire I. Si on joint de deux en deux les sommets 
du décagone régulier, on formera le pentagone régulier 
ACEGI. 

Corollaire II. AB étant toujours le côté 
du décagone, soit AL le côté de l’hexa- 
gone; alors l’arc BL sera, par rapport 
à la circonférnce, | ou J-; donc 
la corde BL sera le côté du pentédéca- 
gone ou polygone régulier de i5 côtés. 

On voit en même temps que l’arc CL 

est le tiers de CB. 

Scolie. Un polygone régulier étant inscrit, si on divise 
les arcs sous - tendus par ses côtés en deux parties éga- , 
les, et qu’on tire les cordes des demi -arcs, celles-ci for- 
meront un nouveau polygone régulier d’un nombre de i v 
côtés double : ainsi on voit que le carré peut servir à ins- 
crire successivement les polygones réguliers de 8, t6, 

3a, etc., côtés. De même l’hexagone servira à inscrire les 
polygones réguliers de la , 24 , 4&i etc., côtés; le déca- 
gone , les polygones de ao, 4o, 80, etc., côtés ; le pentédé- 
cagone, des polygones de 3o, 60, 120, etc., côtés (1). 

(r) On a cru longtemps que ces polygones étaient les seuls qui pussent être 
inscrits par les procédés de la géométrie élémentaire, ou, ce qui revient au 
vnéme , par la résolution des équatious du premier et du second degré : mais 
M. Gauss a prouvé, dans un ouvrage intitulé Disquisitionts Arithmeticœ, Lipsiæ, 

1801, qu’on peut inscrire par de semblables moyens le polygone régulier de dix* 
sept côtés, et eu général celui de a"+i côtés, pourvu que soit un nom- 

bre premier. 
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PROBLEME. 

Etant donné le polygone régulier inscrit A.BCD, etc., 
circonscrire à la même circonférence un polygone 
semblable. 

Au point T, milieu de l’arc AR, 
menez la tangente GH, qui sera pa- 
rallèle à AR*; faites la même chose 
M au milieu de chacun des autres arcs 
RC, CD, etc., ces tangentes forme- 
ront, par leurs intersections, le poly- 
& ^ x. gone régulier circonscrit GH1K, etc., 

semblable au polygone inscrit. 

Il est aisé de voir d’abord que les trois points O, R, H, 
sont en ligne droite, car les triangles rectangles OTH, 
OHN,ont l’hypoténuse commune OH, et le côté OT =ON ; 
*ig,x. donc ils sont égaux * ; donc l’angle TOH = HON, et par 
conséquent la ligne OH passe par le point R, milieu de 
l’arc TN : par la même raison, le point I est sur le prolon- 
gement de OC , etc. Mais , puisque GH est parallèle à AB , 
♦ ÎZ, l et HI à BC, l’angle GHI = ABct de même HIK =BCD, etc. ; 
donc les angles du polygone circonscrit sont égaux à ceux 
du polygone inscrit. De plus, à cause de ces mêmes pa- 
rallèles, on a GH : AB : : OH : OR, et HI : BC : : OH : OB; 
donc GH : ÀB : : HI : BC. Mais AB = BC , donc GH=HI. 
Par la même raison, HI = IK, etc.; donc les côtés du po- 
lygone circonscrit sont égaux entre eux ; donc ce polygone 
est régulier et semblable au polygone inscrit. 

Corollaire I. Réciproquement, si on donnait le poly- 
gone circonscrit GHIK, etc., et qu’il fallut tracer par son 
moyen le polygone inscrit ABC, etc., on voit qu’il suffirait 
de mener aux sommets G, H, I, etc., du polygone donné 
les lignes OG, OH, etc. , qui rencontreraient la circonfé- 
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rence aux points A, B, C, etc. ; on joindrait ensuite ces 
points par les cordes AB, BG, etc., qui formeraient le po- 
lygone inscrit. On pourrait aussi, dans le même cas, join- 
dre tout simplement les points de contact, T, N, P, etc., 
par les cordes TN, NP, etc., ce qui formerait également 
un polygone inscrit semblable au circonscrit. 

Corollaire II. Donc on peut circonscrire à un cercle 
donné tous les polygones réguliers qu’on sait inscrire dans 
ce cercle, et réciproquement. 

, ' I 

PROPOSITION VII. 

THÉORÈME. 

i \ 

L'aire d'un polygone régulier est égale à son péri- 
mètre multiplié pur la moitié du rayon du cercle inscrit. 

Soit , par exemple , le polygone ré- 
gulier GHIK, etc., le triangle GOH 
a pour mesure GH X^OT, le triangle 
OUI a pour mesure HIx|ON : mais 
ON = OT; donc les deux triangles 
réunis ont pour mesure (GH-f-HI) * ^ 

* X £ OT. En continuant ainsi pour les 
autres triangles, on verra que la somme de tous les trian- * 

gles, ou le polygone entier, a pour mesure la somme des 
bases GII, HI, IK., etc., ou le périmètre du polygone, 
multiplié par i OT, moitié du rayon du cercle inscrit. 

Scolie. Le rayon du cercle inscrit OT n’est autre chose 
que la perpendiculaire abaissée du centre sur un des cô- 
tés; on l’appelle quelquefois l 'apothème du polygone. 

PROPOSITION VIII. 
théorème. 

Les périmètres des polygones réguliers d'un même 
nombre de cotés sont comme les rayons des cercles 
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circonscrits, et aussi comme, les rayons (les cercles 
inscrits; leurs surfaces sont comme les carrés de ces 
memes rayons. 

Soit AB un côté de l’un des po- 
lygones dont il s’agit, O son cen- 
tre, et par conséquent OA le rayon 
du cercle circonscrit, et OD, per- 
pendiculaire sur AB, le rayon du 
cercle inscrit ; soit pareillement ab 
le côté d’un autre polygone sem- 
blable, o son centre, oa et os? les 
rayons des cercles circonscrit et inscrit. Les périmètres des 
deux polygones sont entre eux comme les côtés AB et ab; 
mais les angles A et a sont égaux, comme étant chacun 
moitié de l’angle du polygone; il en est de même des angles 
B et 1; donc les triangles ABO, abo , sont semblables, ainsi 
que les triangles rectangles ADO, ado; donc AB : ab:: AO : 
ao::DO : do; donc les périmètres des polygones sont 
entre eux comme les rayons AO, ao, des cercles circons- 
crits, et aussi comme les rayons DO, do, des cercles inscrits. 

Les surfaces de ces mêmes polygones sont entre elles 
comme les carrés des côtés homologue *AB, ab ; elles sont 
par conséquent aussi comme les carrés des rayons des 
cercles circonscrits AO, ao, ou comme les carrés des 
rayons des cercles inscrits OD, od. . 


DEFINITIONS. 


I. On appelle quantité variable une quantité qui prend 
successivement différents états de grandeur. 

IL Ûn appelle limite une grandeur fixe dont une quan- 
tité variable peut approcher d’aussi près qu’on veut sans 
pouvoir l’atteindre. 

III. L’arithmétique et la géométrie présentent de nom- 
breux exemples de quantités variables, et de limites vers 
lesquelles tendent ces variables. 
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On sait, par exemple, que l’angle d’un polygone régu- 
lier de m côtés a pour valeur 

2 4 d 4 

2 — • 

m m 

Or, si l’on suppose que le nombre des côtés croisse jus- 
qu'à l’infini, on voit que la valeur de l’angle augmentera; 
et comme on peut prendre m assez grand pour que la 

fraction — soit plus petite que toute quantité donnée, on 

en conclut que les valeurs successives de l’angle du poly- 
gone régulier auront pour limite deux droits. 

e c' c " B De m ^ me > “ 1 ° n P ren{ l I e 

1 1 1 — 1 — 1 lieu c d’une droite AB, puis le mi- 
lieu c de cB, et ainsi de suite, les lignes Ac, Ac', Ac" 

auront pour limite AB. 

Et l’on pourrait multiplier les exemples à l’infini. 

IV. Il est évident que si les facteurs a, b, c, d’un pro- 
duit ont pour limites A, B, C, le produit axbxc aura 
pour limite AxBxC. 

V. Soit ABCD un polygone ins- 
crit dans une circonférence ; le 
périmètre de ce polygone est moin- 
dre que la longueur de la circon- 
0 férence, car chaque côté est plus 
petit que l’arc correspondant. Pre- 
nons sur les arcs AB, BC, CD, 

des points de division F, G, H, E, et 

tirons les cordes AF, FB, BG, nous aurons inscrit 

un second polygone d’un périmètre plus grand que le 
premier ; si nous prenons de nouveaux points de division 
intermédiaires, nous aurons un troisième polygone d’un 
périmètre encore plus grand ; et ainsi de suite. 

Les périmètres de ces polygones successifs vont donc 
en s’approchant de la longueur de la circonférence, et 
nous admettrons comme une proposition évidente que, 

8 
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si le nombre des côtés du polygone était suffisamment 
grand, la différence entre la longueur de la circonférence 
et le périmètre du polygone serait moindre que toute 
quantité donnée ; ou, en d’autres termes, que 

La longueur de la circonférence est la limite 7>ers la- 
quelle tend le périmètre d’un polygone inscrit, dont le 
nombre des côtés croit indéfiniment. 

On remarque aussi que les surfaces des polygones suc- 
cessifs qui sont toutes moindres que la surface du cercle, 
en diffèrent de moins en moins; et, si Ton admet que la 
différence puisse devenir moindre que toute grandeur 
donnée, on en conclut que 

U aire du cercle est la limite de l'aire d’un polygone ins- 
crit , dont le nombre des cotés croît indéfiniment. 

VI. Il résulte évidemment de ce qui vient d’être dit que 
toute propriété qui aura lieu pour le périmètre ou la sur- 
face d’un polygone inscrit, quel que soit le nombre de ses 
côtés, s’appliquera à la longueur ou à la surface du cercle. 

Ainsi, par exemple, le périmètre de tout 
polygone inscrit dans un cercle étant moin- 
dre que le périmètre d’un polygone enve- 
loppant la circonférence, on en conclut que 
lu longueur de la circonférence est elle-même 
plus petite qtie le périmètre de tout polygone enveloppant. 

Lorsqu’on inscrit dans un cercle des po- 
lygones réguliers dont le nombre des côtés 
J va en croissant, les apothèmes augmentent, 
puisque le6 côtés des polygones deviennent 
pins petits, et sont plus éloignés du centre. 
En ou tre, ces apothèmes ont pour limite le rayon du cercle 

En effet, soit AB le côté d’un polygone régulier inscrit, 
OC l’apothème, et OB le rayon. On a, dans le triangle OBC, 
OB — OC <OB. 

Or CB, moitié de AB, peut devenir aussi petit qu’on vou- 
dra; donc, a fortiori, OB — OC peut devenir moindre que 
toute quantité donnée. 
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PROPOSITION IX. 


THEOREME. 


i° Les circonférences sont entre elles comme leurs 
rayons. 

a° Les surjaces des cercles sont comme les carrés 
des rayons. 

^ B i° Inscrivons dans lescirconférences dont 

/y / v I e * rayons sont OB et CA, denx polygones 
| y / \j réguliers semblables. 

' 0 / Soient P et p les périmètres de ces poly- 

—f gones; désignons par R et r les rayons OB 
et CA, "et par C et c leurs circonférences , 


^ ' Or, cette proportion ayant lieu, quel que 

soit le nombre des côtés des polygones, s’appliquera éga- 
lement aux longueurs des circonférences, et l’on aura 
. . Cil 

(i) - = 

c r 

2° Soient C', c, les surfaces des mêmes cercles ; S et s, 
les surfaces de deux polygones réguliers semblables ins- 
crits, on aura * 


et comme cette proportion est vraie, quel que soit le nom- 
bre des côtés de» polygones, 


Scolie. De l’égalité (i) on déduit aussi : 
C c 
2R 2 r 
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Donc le rapport d'une circonférence à son diamètre est le 
même pour toutes les circonférences. Ce rapport, qu'on 
désigne ordinairement paru, est incommensurable , et ne 
peut être calculé qu'approximativeinent. Sa valeur en déci- 
males est 

ir=3, 141592653589793 a , etc.. . . 

Nous donnerons bientôt une méthode élémentaire pour 
calculer approximativement la valeur de te. 

La connaissance du nombre n permet d’évaluer la lon- 
gueur d’une circonférence dont le rayon est connu ; car de 
l’égalité 

Q 

— = r, on déduit C = aurR. 

2n 

Exemple . R=‘i8 B1 ) 355 en prenant pour tr la valeur ap- 
prochée 3,i 4, on a 

C = 2 X 3,i4x i8,35 = n5 m ,238o. 

DÉFINITIONS. 

On appelle arcs semblables , secteurs semblables , 
segments semblables, ceux qui répondent à des angles 
au centre égaux. 


PROPOSITION X. 

THÉORÈME. 


V 

u t. a. 



1 “ L"s arcs semblables AB, DE, sont 
entre eux comme les rayons AC, OD. 

a "Les secteurs semblables BCA, DOE, 
sont entre eux comme les carrés de ces 
rayons. 

i°Ona*, arc B A : cire. AC : : C : 4 drolu - 
De même , arc DE : cire. OD 0 : 4 dr> 
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Et à cause de l'égalité des angles C et O, 
arc BA : arc DE : : cire. AC : cire. OD : : AC : OD. 
a° On a pareillement* : *Pf «#, 

sect. ACB : cerc. AC : : C : \ it - 
sect. DOE: cerc. DO: : O: 4 ir ; 

d’où 

sect. ABC: sect. DOE :: cerc. AC : cerc. DO :: AC:DO. 
PROPOSITION XI. 

THÉORÈME. 

L’aire du cercle est égale au produit de sa circonfé- 
rence par la moitié du rayon. 

Dans le cercle dont le rayon est OA, ins- 
crivons un polygone régulier. Soit P le péri- 
mètre de ce polygone, et S sa surface ; on a : 

S = P X | OC. 

Or l'aire d'un cercle est la limite des aires 
des polygones réguliers inscrits dont le nombre des côtés 
croît indéfiniment; on aura la mesure du cercle en cher- 
chant vers quelle limite tend le produit PxjjOC. Or P a 
pour limite cire. OA, et OC a pour limite OA; donc 
surf, cercle OA = cire. OAx|OA. 

Remarque. Représentons par R le rayon du cercle, on 
a-circ. R = aitR. Donc 

surf. cerc. = aicR x — = wR’. 

2 

Application. SoitR=3'", et prenons k=3,i4i 5, on a 
surf. cerc. = 28 m- f -,ay35. « 

Corollaire. La surface d’un secteur est égale 
à l’arc de ce secteur multiplié par la moitié 
du rayon. 

Car le secteur ACB est au cercle entier 
comme l’arc AMB est à la circonférence 
entière ABD*, ou comme AMB xi AC est à » pr . , 

lit 
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AC -v 

ABD X — . Mais le cercle entier = ABD X \ AC ; donc le 
a 1 1 

secteur ACB a pour mesure AMB X |AC. 

Application. Soit AC= la”, et supposons que l’arc AMB 

renferme 6o°. Pour trouver la longueur de cet arc, on 

posera la proportion 

arc AMB : atrR : :6o : 36 o, 


arc AMB = 


?-tcR x 60 


A.ll A. lü ^ 


on a donc sect, ACB = 4 ^X 6 = 24it=75 m,c -,396o. 


PROBLÈMES SUR LES POLYGONES RÉGULIERS J DÉTERMINATION 
DU RAPPORT DE LA CIRCONFÉRENCE AU DIAMETRE. 

PROPOSITION XII. 

PROBLÈME. 

Connaissant le côté AB un polygone régulier inscrit, 
et le rayon OC du cercle, calculer le côté AC du po- 
lygone régulier inscrit d’un nombre de côtés doubla. 

Soient AB=«, OG = R et AC=c; ti- 
rons AD et AO, on a dans le triangle rec- 
tangle CAD : 

AC = CD X CI, ou c 1 = 2R x CI; 
or, CI = CO— OI^R— 01 ; 


d'ailleurs on a dans le triangle rectangle AOI 
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et par suite c’ = aRx^R — ^/ r* — (i) 

I' Réciproquement, on peut se proposer île calculer a 
connaissant c; et il faudra alors résoudre l’équation (i) 
par rapport à a; on obtient ainsi : 

, «*• (4R* — «') 


R 2 


w 


Pour faire application de la formule (i), supposons que 
a soit le côté de l’hexagone, et que par conséquent n— R : 
on aura pour le côté du dodécagone régulier inscrit': 

c = \/ aR^R-y/ R’_ 5 Q=y/ 2 R^i-^T)=RV/iZ 71 . 

Pour appliquer la formule (»), prenons c égal au côté 
du décagone , et cherchons le côté du pentagone régulier* 

R(l/5— i) 

Un a c = — on en conclut; 

2 ? 


R\'fi— 2i/5)[ R’(6— 21/5)’ 


-[4R : 


4 


L»-* 


R 


= ^-( 10 — 2V/5)j 


d’ou 


R 


a =—V //r IO — 2 1 / 5 . 


Remarque. En ajoutant le carré du rayon avec le carré 
du côté du décagone, on trouve que la somme 

R + 4 

, , , R 3 (X0 2l/5) , , , , , , 

est égalé a — ■> c est*a-dtre au carre du cote du 

pentagone régulier. Ainsi 

Le côté du pentagone régulier inscrit serait l'hypeténuae 
1 l'un triangle rectangle qui aurait pour côtés de F angle 
droit le rayon et le côté du décagone. 
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• PROPOSITION XIII. 

PROBLÈME. 



— 

J&\ J 

u 7 b 


Connaissant le côté d’un polygone régulier et te 
rayon du cercle circonscrit , trouver le côté du poly- 
gone circonscrit semblable. 

Soient AB =a, CA=R et EF=x. 

La similitude des triangles ECF, ACB, 
donne la proportion EF : AB :: CE : CA. 
Mais on a aussi CE : CA :: CM : CD; 

donc, à cause du rapport commun, 

EF : AB : : CM : CD 

ou x : a : : R : CD; (i) 

on a d’ailleurs dans le triangle rectangle ACD, 

CD=y/cA 

donc 


ad‘=v/ R’— j ; 


r: fl ::R:\/R*— 

4 


et par suite 


aaR 

1/4R*— 


PROPOSITION XIV. 

PROBLÈME. 

Connaissant le côté AB d un polygone, 
régulier de m côtés, et le rayon CA du 
cercle circonscrit , trouver la surface de 
ce polygone. 

Soient AB = a , CA = R et S la surface 
*t* ?• du polygone. On a* : 

S=srwa v — : or CD=V' R" — ^-=-|/4B’ — «’j 

a ’ r 4 a 
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donc 


S = 


OTrtl/4R’_a* 


Application. Cherchons la surface de l’hexagone régu- 
lier. On a a = R , m — 6 ; donc 

_ 6l\[/ 4 R’ — R’ 3R’i/3 


Remarque. On pourrait aussi, au moyen 
des mêmes données, calculer la surface 
1 du polygone régulier inscrit de a m côtés. 

En effet, soit M le milieu de l’arc AB, 
et tirons AM; la surface du polygone 
cherché (que nous désignerons par S’) se compose de a m 
triangles égaux à ACM. 

AD R x a . 



Or, 


donc 


ACM = CM x 


S' = a m x 


a 

R X a 


4 

mRa 


4 a 

Cherchons, comme application, la surface du dodécagone 
régulier inscrit; on a 

a = R , m = 6, d’où S'=— = 3R\ 

2 

PROPOSITION XV. 

PROBLÈME. 

Étant donnés le rayon CD = R, 
et l'apothème CA — r (T un poly- 
gone régulier , calculer le rayon R 
et l’apothème r d'un polygone 
régulier isopérimètre dé un nombre 
double de côtés. 

Soit BD le côté du polygone régu. 
lier donné, et C le centre de ce polygone. Prolongeons 
l’apothème CA jusqu’à sa rencontre en I avec la circon* 



0 
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férence circonscrite, et tirons les droites BI, DI; BID sera 
l’angle au centre du polygone cherché, car il est la moitié 
de BCD. Si de plus on abaisse CK perpendiculaire sur BI, 
et qu’on mène KE parallèle à BD, KEsera la moitié de BD, 
et représentera le côté du nouveau polygone; 1K en sera 
le raÿon , et III l’apothème. 


Or, on a 



CI -f- CA 


ou 


R + r 

i • 


Enfin, dans le triangle rectangle CKl , on a 
ÏK== IC x IH , ou R' = 1/ÜT7 = V R x 


« 

(=0 


Scclie. Il est facile de voir, soit par la figure, soit par 
les formules, que r est plus grand que r, et qu’au. contraire 
R' est moindre que R; de sorte que, dans le nouveau po- 
lygone, la différence entre le rayon et l'apothème est moin- 
dre que dans le premier. 

' Si l’on transformait de la même manière le second poly- 
gone en un troisième, puis le troisième en un quatrième, 
et ainsi de suite, on parviendrait à un polygone dans lequel 
la différence entre le rayon et l’apothème serait moindre 
que toute grandeur donnée. 

En effet, dans le triangle BCA, on a 

BC — CA < BA ou R — r < BA; 
mais B A est la moitié du côté du polygone, et ce côté peut 
être rendu plus petit que toute grandeur donnée, quand 
on double indéfiniment le nombre des côtés; donc aussi 
R — r peut devenir plus petit que toute quantité assignable. 


PROPOSITION XVI. 

PROBCÈSIE. 

Trouver une valeur approchée du rapport de la 
circonférence au diamètre. 
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On a, d’après la définition 
et il a été démontré en outre que 


cire. R 
cerc. II 


IV 


CO 

(0 


De là 'résultent quatre méthodes pour trouver la valeur 
de ir. 

Car, si l’on considère la formule (i), on peut, connais- 
sant la longueur de la circonférence, calculer le rayon , ou 
bien, connaissant le rayon, chercher la circonférence; et 
si l’on emploie la formule (a), on peut se proposer, connais- 
sant le rayon, de trouver la surface du cercle, ou bien, 
connaissant l'aire d’un cercle, de calculer le rayon. 

Nous exposerons les deux premières méthodes, et nous 
nous proposerons d’abord de calculer le rayon d'une 
circonférence dont la longueur serait 4 - 

Construisons un carré , et prenons le côté de ce carré 
pour unité, le périmètre sera 4 - 

Soient R et r le rayon et l’apothème de ce carré, on a : 



Maintenant ce carré peut être transformé en un octogone 
régulier de même périmètre, et, en appliquant les formu- 
les du problème précédent, on trouvera pour le rayon et 
l’apothème de cet octogone : 




WG 


I 2 


On calculerait de même les rayons R„ r a du polygone 
régulier isopérimètre de 16 côtés; et en continuant ainsi, 
on arriverait à un polygone dont le périmètre serait tou- 
jours 4, et dont les rayons R„ r. différeraient d'aussi peu 
qu’on voudrait. 

Or les circonférences décrites -avec R. et r. sont l’une 
pins grande, l’autre plus petite que 4 ; le rayou de la cir- 
conférence égale à 4 est donc compris entre R. etr„, et 
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peut être obtenu avec telle approximation qu'on voudra. 

Si les rayons R,, r« sont évalués en décimales, il est 
évident que les décimales communes appartiendront au 
rayon cherché. 

Voici le tableau des valeurs successives du rayon et de 
l’apothème, dans les polygones de 4 , 8, 16. . . .819a côtés. 


NOMBRE 
dis cAtx*. 

APOTHÈMES. 

RATONS. 

4 

fl = o, 5 oooooo 

R, = 0,7071068 

R 

r> = 0, 6 o 35534 

R a = o, 653 a 8 i 5 

>6 

rj = 0,6^84174 

R, = 0,6407389 

3 a 

r* = 0,6345731 

R4 = 0,6376435 

64 

n = o, 636 io 83 

Rs = 0,6368754 

ia8 

f *6 3= 0,6364919 

R« = 0,6366836 

a 56 

r; = 0,6365878 

R, = 0,6366357 

5 i» 

r » = 0,6366117 

Rg s=s o, 6366 a 37 

1014 

r 9 = o ,6366 <77 

R 9 = o, 6366 ao 7 

«048 

rio= 0,636619a 

R>u= 0,6366199 

4096 

r u = 0,6366195 

R„= 0,6366197 

8191 

ri>= 0,6366196 

Ria= 0,6366196 


Ainsi une circonférence égale à 4 > pour rayon 

0,6366196 d'où il résulte que le rapport de la cir- 

conférence au diamètre, vaut 

♦ouooooo 

Archimède avait trouvé pour valeur approchée de r; 
Metius a trouvé, pour le même nombre, la valeur beaucoup 
plus approchée |y|. 

PROPOSITION XVII. 

PROBLÈME. 

Étant donnes les périmètres p, P, de deux poly- 
gones réguliers semblables inscrit et circonscrit à un 
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même cercle, calculer les périmètres p' , P', des poljr- 
• gones réguliers inscrit et circonscrit tf un nombre 
double de côtés. 

Soient AB, EF, les côtés des polygo- 
nes dont les périmètres sont p , P, et soit 
m le nombre de ces côtés. Menons la 
corde AM, puis aux points A et B, cons- 
truisons les tangentes AP, BQ; enfin ti- 
rons la droite PC ; AM et PQ seront les 
côtés des polygones inscrit et circonscrit de im côtés, dont 
les périmètres sont p', P'. Cela posé, on a * 

P:/?:: CE: CA ou CM; 

et comme CP est la bissectrice de l’angle ECM, on a aussi 
PE : PM :: CE : CM; donc, à cause du rapport commun, 
P:p:: PE: PM; d’où il résulte, componendo , 

P -\-p : ip :• EM : 2PM ou PQ. 

Mais les droites EM, PQ, sont contenues im fois dans les 
périmètres P, P' ; donc 

P+^trPtP'; d’où P' = ^-. (,) 

Pour calculer p', on remarque que les deux triangles 
PMN, MAD, équiangles entre eux, sont semblables et 
donnent la proportion 

AM: AD :: PM:MN. 


Mais les droites AM, AD, sont contenues im fois dans 
p' et p\ et les droites PM, MN, sont contenues 4 m fois 
dans P 1 et p' ; donc 

p :p::V :p -, d’où p-=\/P’.p. (a) 

Corollaire. Ces formules permettent d’évaluer le nom- 
bre ir avec telle approximation qu’on voudra ; car, si dans 
un cercle dont le rayon est l’unité linéaire on inscrit et cir- 
conscrit deux carrés dont les périmètres seront 4I/2 et 8, 
on pourra calculer par les formules (1) et (2) les périmè- 


**• 
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très des octogones réguliers inscrit et circonscrit; à l’aide 
des octogones, on obtiendra les périmètres des polygone* 
réguliers de 16 côtés, et ainsi de suite. Or on sait que, dans 
cette suite d’opérations, les périmètres des polygones s’ap- 
prochent indéfiniment de la longueur de la circonférence; 
on pourra donc calculer celle-ci arec toute l’approxima- 
tion désirable, et, en la divisant par 2, on aura le nom- 
bre 7t. 
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THÉORÈMES A DÉMONTRER. 


i. La figure qui a pour sommets les milieux des côtés d’un 
quadrilatère, est un parallélogramme. 

a. Si, d'un point pris dans l’intérieur d’un triangle équilaté- 
ral, on abaisse des perpendiculaires sur les trois côtés, la 
somme de ces perpendiculaires est constante. (Examiner ce que 
devient le théorème quand le point est extérieur au triangle.) 

K 3. Par le point de contact A de deux 

/ / \\ - — -c» cercles tangents, on mène deux sécantes 

I \\/^'/\ quelconques RB', CG': prouver que les 

l -^VC\ (droites BC, B'C' sont parallèles. 

l\. Dans tout quadrilatère circonscrit 
à un cercle, la somme de deux côtés 
opposés est égale à la somme des deux autres. (La réciproque 
est vraie.) 

A 5. On suppose le cercle O tangent aux 
/ deux côtés de l’angle A, puis on mène une 
/ tangente BEC terminée aux deux côtés de 

/ ! l’angle: prouver, i° que le périmètre du 

X-- .JE j triangle ABC est constant, quel que soit le 

^ Y \ (: point de l’arc MEN par lequel on mène la 

A „■■■'' tangente; a° que l’angle BOC est constant. 

y \ . o P 6. Si on joint deux à deux les pieds des 

\ / j trois hauteurs d’un triangle, on forme un 

— ■ nouveau triangle dans lequel les bissectri- 

ces des angles sont les hauteurs du premier triangle. 

7. Les pieds des hauteurs d’un triangle et les milieux des 
trois côtés sont sur une même circonférence. 

8 . Étant donné un quadrilatère, si l’on mène des cercles tan- 
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gents à trois côtés consécutifs, les centres des quatre cercles 
qu’on obtient ainsi forment un quadrilatère inscriptible. 

9. Les bissectrices des angles formés par les côtés opposés 
d'un quadrilatère inscriptible se coupent à angle droit. 

10. Si d’un point quelconque du cercle circonscrit à un trian- 
gle, on abaisse des perpendiculaires sur les trois côtés, les pieds 
de ces perpendiculaires sont en ligne droite. 

0 1 1. On construit sur les deux côtés AB, 

BC d’un triangle ABC, les parallélogram- 
mes quelconques ABFE, BCDL; on pro- 
1 longe EF et LD jusqu’en O, et on tire OB; 
enfin on construit sur AC un parallélo- 
gramme dont le côté adjacent est égal et 
parallèle à OB : démontrer que ce paral- 

** lélogramme est équivalent à la somme des 

deux autres. (En déduire comme conséquence le carré de l’hypo- 
ténuse.) • 

ia. Les trois hauteurs d’un triangle se coupent en un même 
point. 

1 3 . Les lignes qui joignent les sommets d’un triangle aux mi- 
lieux des côtés opposés se coupent en un même point. 

1 4. Le point de concours des hauteurs d’un triangle, le point 
de concours des médianes, et le centre du cercle circonscrit, 
sont én ligne droite; et la distance des deux premiers points est 
double de la distance des deux derniers. 

1 5 . Si d’un point donné on mène à un cercle deux sécantes 
perpendiculaires entre elles, la somme des carrés des cordes 
sera constante. 

16. Lorsque trois cercles se coupent deux à deux, les trois 
cordes d’intersection se coupent au même point. 

17. Si du point A, milieu de l’arc BC, 011 
mèue les deux sécantes AFD, AGE, les quatre 
points D, F, G, E, sont sur une même circon- 
férence. 

18. Lorsque trois cercles sont tangents deux 
à deux , les tangentes menées aux points de 
contact se coupent en un même point. 

19. La somme des carrés des diagonales d’un quadrilatère est 
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double de la somme des carrés des lignes qui joignent les milieux 
des côtés opposés. 

ao. Dans un triangle on mène une suite de parallèles à la base, 
et on mène les diagonales de chacun des trapèzes qu'on forme 
ainsi : prouverqueles points de concours des diagonales de ces tra- 
pèzes sont sur une droite qui va du sommet au milieu de la base. 

21. Démontrer que si l’on a un quadrilatère inscrit, le pro- 
duit des perpendiculaires abaissées d’un point de la circonférence 
sur deux côtés opposés est égal au produit des perpendiculaires 
abaissées du même point sur les deux autres côtés. 

22. Si d’un point pris dans l’intérieur d’un polygone régulier 
de m côtés, on abaisse des perpendiculaires sur tous les côtés, la 
somme de ces perpendiculaires est égale à m fois le rayon du 
cercle inscrit. 

a 3 . Si de tous les sommets d'un polygone régulier on abaisse 
des perpendiculaires sur une droite quelconque passant par le 
centre, la somme des perpendiculaires qui tombent d’un côté de 
cette droite est égaie à la somme des perpendiculaires qui sont 
situées de l'autre côté. 

24. Démontrer que si l’on fait rouler un cercle dans un autre 
cercle fixe de position et de rayon double , de manière que les 
deux cercles soient toujours tangents, un point quelconque du 
premier cercle décrira dans ce mouvement une ligne droite. 

a 5 . Démontrer que les trois droites qui joignent les sommets 
d’un triangle aux sommets opposés des triangles équilatéraux 
construits sur les trois côtés se coupent en un même point. 

26. Démontrer que la somme des perpendiculaires abaissées 
sur les côtés d’un triangle du centre du cercle circonscrit est 
égale au rayon du cercle circonscrit, plus au rayon du cercle 
inscrit. 

27. Démontrer que, dans un trapèze, la somme des carrés des 
diagonales est égale à la somme des carrés des côtés opposés non 
parallèles, plus deux fois le rectangle des bases parallèles. 

28. Démontrer que si, dans un triangle 
ABC, trois droites partant des sommets se 
coupent en un même point O, on a 
OD OE OF _ 
ÀD + BË + BF -1 ’ 

9 



r ’ 


\ 
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29. Deux circonférences concentriques étant données, prouver 
que la somme des carrés des distances d’un point quelconque de 
l’une des circonférences aux extrémités d’un diamètre de l’autre 
est constante. 

3 0. Deux quadrilatères sont équivalents lorsque leurs diago- 
nales sont égales et forment entre elles des angles égaux. 


LIEUX GÉOMÉTRIQUES A TROUVER. 

I. Trouver le lieu des points tels que la somme des distances 
de chacun d’eux à deux droites données soit égale à une ligne 
donnée. 

а. Trouver le lieu des points tels que la différence des dis- 
tances de chacun d’eux à deux droites soit égale à une ligne 
donnée. 

3 . Lieu géométrique des centres des cercles passant par deux 
points donnés. 

4. Lieu géométrique des centres des cercles d’un rayon donné 
et tangents à une droite donnée. 

5 . Lieu géométrique des centres des cercles d’un rayon donné 
et tangents à un cercle donné. 

б. Par tous les points d’une circonférence on mène des droi- 
tes parallèles entre elles, et on prend sur chacune une longueur 
donnée : trouver le lieu des extrémités de toutes ces droites. 

7. Trouver le lieu des milieux des cordes d’un cercle passant 
toutes par un point donné. 

8. Trouver le lieu des points d’où les tangentes menées à un 
cercle se coupent sous un angle donné. 

9. Trouver le lieu des points tels que les pieds des perpendi- 
culaires abaissées de chacun d’eux sur les trois côtés d’uu trian- 
gle soient en ligne droite. 

10. Trouver le lieu des points dont les distances à deux droi- 
tes sont dans un rapport donné. 

I I. Trouver le lieu des points tels que la somme ou la diffé- 
rence des carrés de leurs distances à deux points donnés soit 
égale à un carré donné. 

S ■ 
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n. Étant donnes deux cercles, trouver le lieu des points tels que 
les tangentes tirées de ces points aux deux cercles soient égales. 

i3. On mène par un point A une droite 
\'l AM terminée à la circonférence O, et on 

“"■y _ 7 

divise cette droite au point N, de sorte qu’on 
ait AM : AN trouver le lieu des 

points N. 

i4- Ayant mené par le point donné A, la 
droite AM terminée à la circonférence O, on prend sur cette droite 
un point N tel que AM xAN = K“ : trouver le lieu des points N. 
^Résoudre ^.les deux problèmes précédents en remplaçant la 
circonférence par une ligne droite. 

ii. Par un point A, on mène une 
ligue AU terminée à la droite donnée 
NY ; on mène AC telle que l’angle 

/ I1AC soit égal à un angle donné,' et 
que l’on ait : AB : AC '.'.mm, ou 
X B Y bien AB X AC = K’ : trouver le lieu 

des points C. 

Mêmes problèmes en remplaçant la Kgne droite XY par une 
circonférence. 

16. Trouver le lieu des points d’où deux cercles donnés sont 
vus sous le même angle. 

17. Sur deux droites rectangulaires on fait glisser une droite 
de longueur donnée : on demande le lieu des milieux des hypo- 
ténuses des triangles ainsi formés. 

18. Étant donné un triangle équilatéral, trouver le lieu des 
points tels que la distance de l’un d’eux h l’un des sommets du 
triangle équilatéral soit égale à la somme des distances du même 
point aux deux autres sommets. 

19. Par un point A pris dans le plan d’un 
cercle 0, on mène une sécante AC, et les 
tangentes aux points B et C, on demande le 
lieu des points D. (Le lieu est une droite 
DE, perpendiculaire sur le diamètre pas- 
sant par le point A; celte droite est ap- 
pelée la polaire du point A, et ce point est 
le pôle de la droite DE.) 


À 

b 



^ \ 

U 

0 

E 
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ao. Trouver le lieu des points tels que la somme des carrés de 
leurs distances aux sommets d'un triangle équilatéral soit égale 
à un carré donné. 

ai. Même problème, en remplaçant le triangle équilatéral par 
un polygone régulier quelconque. 

aa. Trouver le lieu des points tels que la somme des carrés 
de leurs distances aux côtés d'un polygone régulier soit égale à un 
carré donné. 



a3. Soit AB un diamètre du cercle BO ; tracez 
une sécante BCD, et prenez CD = BC ; joignez 
le point D au centre du cercle, et le point C au 
point A : on demande le lieu du point M d’in- 
tersection des droites AC, OD. 



a/|. D’un point quelconque A du prolon- 
gement du diamètre BD, tracez la tangente 
AC, la bissectrice de l’angle CAO, et abais- 
sez OM perpendiculaire sur AM; on de- 
mande le lieu du point M. 



a5. Par un point O de l’hypoténuse BC 
du triangle rectangle ABC, tracez une sé- 
cante quelconque DE ; décrivez les cer- 
cles OBE, OCD : on demande le lieu du 
point M de rencontre de ces deux cer- 
cles. 



a6. Étant donnés un cercle BO et lin dia- 
mètre AB, menez un rayon quelconque OC, 
tracez CD perpendiculaire sur AB, et prenez 
OM=CD ; ou demande le lieu du point M. 


B r. 



ay. Dans un quadrilatère ABCD, on donne 
AB, BC, AC et CD ; on demande i° le lieu géo- 
métrique du milieu de la diagonale BD, a 0 le 
lieu géométrique du milieu de la droite EF qui 
joint les milieux des deux diagonales. 
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28. Trouver le lieu de tous les points tels que la somme des 
distances d’un de ces points à trois droites données soit égale à 
une ligne donnée. 

PROBLÈMES A RÉSOUDRE. 

1. Par un point mener une droite également distante de deux 
points donnés. 

A\ b a - Etant donnés deux points A et B, trou- 

\ / ver, sur la ligne ST, un point P tel que les 

S P TanglesAPS, BPT, soient égaux. 

3 . Par un point mener une droite qui coupe deux parallèles, 
et telle que la partie de cette droite comprise entre ces deux pa- 
rallèles soit égale à une ligne donnée. 

4. Construire un carré,. connaissant la différence entre la dia- 
gonale et le côté du carré. 

5 . Construire un triangle, connaissant la base, l’angle opposé 
et la somme ou la différence des deux autres côtés. 

6. Décrire un cercle d’un rayon donné : 

i° Passant par deux points; 

a° Passant par un point, et tangent à une droite; 

3 ° Tangent à deux droites; 

4 ° Tangent à une droite et à un cercle; 

5 ° Passant par un point, et tangent à un cercle; 

6° Tangent à deux cercles. 

7. Mener dans un cercle une droite passant par un point donné, 
et telle que la corde interceptée soit égale à une ligne donnée. 

8. Décrire un cercle tangent à un cercle et à une droite , en 
un point donné. 

g. Construire un cercle tangent un cercle en un point donné, 
et passant par un point donné. 

10. Construire un triangle égal à un triangle donné, et dont 
les côtés passent par trois points donnés. 

11. Étant données deux circonférences 
v X qui se coupent, mener, par un de leurs 

points d’intersection, une droite MN, telle 
que la distance MN , comprise entre les 
deux points d’intersection de cette droite 



\ 


* 


Digitized by Google 



GÉOMÉTRIE. 


I 3 /| 



avec les deux circonférences, soit égale à une droite donnée. 

ta. Mener par le point A la droite MAN, de sorte qu'on ait 
MA : AN : : m : n. 

1 3 . Mener par le point A la droite MAN, de sorte que 
AM = AN. 

14. Étant données deux circonférences, mener une sécante 
parallèle à une ligne donnée, telle que la somme des cordes soit 
égale à une ligne donnée. 

1 5 . Construire un quadrilatère, connaissant deux angles op- 
posés, les diagonales et leur angle. 

16. Étant donnés deux cercles, trouver un point tel que les tan- 
gentes menées à ce cercle soient égales, et fassent un angle donné. 

17. Étant donnés l’arc CD , et le diamètre 
y* AB, trouver sur la circonférence un point P, 

4 b tel qu’en tirant les droites PD, PC, on ait 
OM = ON. 

18. Inscrire dans un cercle un triangle iso- 
cèle, connaissant la somme de la base et de la 
hauteur. 

19. Construire un triangle, connaissant les trois médianes. 

20. Construire un triangle , 'connaissant les trciis hauteurs. 

ai. Construire un triangle, connaissant les angles et le péri- 
mètre, ou bien les angles et la surface. 

аа. Construire un triangle, connaissant la base, l’angle op- 
posé, et le rapport des deux autres côtés. 

a 3 . Construire un triangle, connaissant la base, la hauteur et 
le rectangle des deux autres côtés. 

a 4 - Deux droites étant données, qu’on ne peut prolonger jus- 
qu’à leur point de concours, mener, par un point donné, une 
droite qui irait à ce point de concours. 

a 5 . Trouver dans un triangle un point tel qu’en le joignant 
aux trois sommets, le triangle soit partagé en trois triangles 
équivalents. 

аб. Décrire un cercle passant par un point, et tangent à deux 
cercles donnés. 

37. Décrire un cercle tangent à trois cercles donnés. 

a8. Construire un trapèze,- connaissant les angles et les dia- 
gonales. 


« 
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ag. Étant données trois circonférences concentriques, cons- 
truire un triangle semblable à un triangle donné , dont les trois 
sommets reposent sur ces circonférences. 

Même problème, en remplaçant les circonférences par trois 
droites parallèles. 

30. Par un point donné dans un angle mener une droite, 
telle que le produit des segments compris entre le point et cha- 
cune des droites soit égal à un carré donné. 

31. Par un point donné dans le plan d’un cercle, mener une 
droite, telle que les distances de ce point aux points d’intersec- 
tion de la droite et du cercle soient entre elles dans le rapport 
de m à n. 

3a. Par un point donné et par le centre d’un cercle, faire 
passer une circonférence, telle que la corde commune soit égale 
à une ligne donnée. 


%■ 
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LIVRE V. 

DU PLAN ET DE LA LIGNE DROITE, CONSIDÉRÉS 
DANS L’ESPACE. 

DÉFINITIONS. 

I. Une ligne droite est perpendiculaire a un plan , lors- 
qu’elle est perpendiculaire à toutes les droites qui passent 

*pr. i. par son pied dans le plan*. Réciproquement, le plan est 
perpendiculaire à la ligne. 

Le pied de la perpendiculaire est le point où cette ligne 
rencontre le plan. 

II. Une ligne est parallèle à un plan , lorsqu’elle ne 
peut le rencontrer à quelque distance qu’on les prolonge 
l’un et l’autre. Réciproquement, le plan est parallèle à la 
ligne. 

III. Deux/j/a/w sont parallèles entre eux, lorsqu’ils ne 
peuvent se rencontrer à quelque distance qu’on les pro- 
longe l’un et l’autre. 

IV. Pour représenter les plans dans les figures , on est 
obligé de leur donner des limites, mais il faut toujours les 
concevoir indéfinis. 

PROPOSITION PREMIÈRE. 
tuéorème. 

Par deux ilroites qui se coupent, on peut faire pas- 
ser un plan, et on n’en peut faire passer qu’un seul . 


Digitized by Google 


LIVKK V. 



LIVKE V. I 37 

Soient AH, AC, deux droites qui se cou- 
rent : on peut concevoir un plan où se trouve 
la ligne AB; si ensuite on fait tourner ce plan 
autour de AB, jusqu’à ce qu’il passe par le 
point C : alors la ligne AC, qui a deux de ses 
points dans ce plan, y sera tout entière, et 
la position du plan sera déterminée dans l’espace. 

Si l'< n «outinue à faire tourner le plan autour de AB, 
il est éGdenî qu il ne contiendra plus le point C; donc 
par les deux droites AB, AC, on ne peut faire passer qu’un 
seul plan. 

Corollaire I. Un triangle ABC, ou trois 
points A, B, C, non en ligne droite, dé- 
terminent la position d’un plan. 

Corollaire II. Deux parallèles AB, CD, 
B déterminent aussi la position d’un plan, 

c ncar on sait déjà que deux parallèles sont 

dans un même plan ; et on ne peut pas supposer que 
deux plans différents renferment ces deux droites, puis- 
que chacun d’eux devrait contenir deux points de AB et 
un point de CD, c’est-à-dire trois points non en ligne 
droite. 

PROPOSITION II. 

THÉORÈME. 



A 


v L’intersection de deux plans est une ligne droite. 

Car, si dans les points communs aux deux plans on en 
trouvait trois qui ne fussent pas en ligne droite, les deux 
plans dont il s’agit, passant chacun par ces trois points, 
ne feraient qu’un seul et même plan*, ce qui est contre la * 1. 
supposition. 

- PROPOSITION III. 

THÉORÈME. 

Si une droite AP est perpendiculaire à deux autres 
PB, PC, qui se croisent à son pied dans le plan MN, 
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elle sera perpendiculaire à une droite quelconque PQ 
menée par son pied dans le même plan, et ainsi elle 
sera perpendiculaire au plan. 

y Menez, dans le plan MN, une droite BC 

ifiv qui coupe les trois droites PB, PQ, PC; 

| \ \ ^ ^ prolongez AP d’une longueur PA'= AP, 

\ïf et joignez les points A, A' aux points 

, La ligne PC étant perpendiculaire sur 

A ' ^ le milieu de AA', les obliques CA , CA' 
sont égales; par la même raison BA = BA'. On conclut 
de là que les triangles BCA, BCA', sont égaux comme ayant 
le côté BC commun , et les autres côtés égaux chacun à 
chacun. Si donc on fait tourner le triangle BCA' autour 
de BC pour l’appliquer sur son égal BCA, le point A' tom- 
bera en A, et comme le point Q ne change pas, la ligne 
QA' s’appliquera exactement sur QA. 

La droite PQ est donc perpendiculaire sur AA', puisque 
deux de ses points P et Q sont également distants des ex- 
trémités de cette droite. 


- PROPOSITION IV. 


THEOREME. 


Par un point donné on peut mener une perpendicu- 
laire à un plan , et on n’en peut mener qu’une. 

l y ^ i° Supposons d’abord que le 

I point donné O soit situé dans le 

vH — 4 r planMN - . , 

°"\r — \n i i ■ Prenons une droite quelcon- 

\ - A ;que AB; menons deux plans par 

_rjcette droite, puis dans ces plans 

élevons au point B, les droites BC, BD, perpendiculaires 
sur AB. En vertu; du théorème précédent, la droite AB 
sera perpendiculaire au plan des deux droites BC,BD. 
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Maintenant transportons cette figure de manière que le 
plan CBD coïncide avec le plan MN, et faisons glisser CBD 
sur le plan MN, de manière que le point B tombe en O ; 
les droites BC, BD prendront les positions OC, OD, et la 
droite BA prendra la position OF, évidemment perpendi- 
culaire au plan MN. 

Supposons, en second lieu, que le point donné F soit 
situé hors du plan MN. 

Ayant construit, comme précédemment, la figure ABCD, 
porton.s-la cie manière que le plan BCD coïncide avec le 
plan MN ; et faisons glisser le plan BCD sur le plan MN, 
de manière que la ligne BA passe par le point F ; la droite 
BA prendra la position FO, et sera perpendiculaire au 
plan MN. 


r 


n\ 


a" Par un point O donné sur le plan MN, 
on ne peut élever qu’une seule perpen- 
diculaire à ce plan; car si on pouvait en 
VS - élever deux OA, OB, conduisez par ces 
deux droites un plan dont l'intersection 


avec le plan MN soit OC. Alors les deux droites OA, OB 
seraient perpendiculaires sur OC au même point et dans 
le même plan, ce qui est impossible. 

Pareillement, il est impossible d’abaisser 
d’un point hors d’un plan, deux perpendi- 
\ culaires à ce plan; car soient FA, FB ces 
\ deux perpendiculaires ; le triangle FAB 
aurait deux angles droits, ce qui est impossible. 



PROPOSITION V. 

THÉORÈME. 


Par un point on peut mener un plan perpendi- 
culaire à une droite, et on n’en peut mener qu un 
seul. 
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1“ Supposons que le point donné C soit 
situe sur la droite AB. Menons deux plans 
par AB, et dans ces plans élevons CD et 
CE perpendiculaires sur la ligne AB. Le 
plan MD, conduit suivant ces deux droi- 
tes , sera évidemment perpendiculaire à 

AB. 


Maintenant aucun autre plan MH, passant par le point C, 
ne peut être perpendiculaire à AB ; car si cela pouvait avoir 
lieu, un plan quelconque conduit par la ligne AB coupe- 
rait MD et MH suivant deux droites CN, CG, qui seraient 
toutes deux perpendiculaires à AB, au même point et dans 
le même plan , ce qui est impossible. 

a° Supposons le point donné C situé 
hors de la droite AB. 

Abaissons CD perpendiculaire sur AB, 
et dans un plan passant par AB élevons 
DE perpendiculaire sur cette droite. Le 
plan MN, conduit suivant les deux li- 
gnes CD, DE, sera perpendiculaire à AB. 

Enfin aucun autre plan MP, passant par le point C, ne 
peut être perpendiculaire sur AB ; car si cela avait lieu, le 
plan ABC couperait le plan MP suivant une droite CG dif- 
férente de CD*; on pourrait donc, du point C, abaisser 
deux perpendiculaires sur AB. 

A Corollaire. Toutes les perpendiculai- 

res, BC, BD, BE, élevées en un point 
B de la ligne AB, sont dans un même 
plan perpendiculaire à cette droite. 

En effet, le plan MN conduit par les 
deux lignes BC, BD, est perpendiculaire 
sur AB; il suffit donc de prouver que 




* Le point G ne peut se confondre arec le point D, puisque, d’après le pre- 
mier cas, ou ne peut mener par un point d’une droite qu’un seul plan perpen- 
diculaire à cette droite. 
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ce plan contient toutes les autres perpendiculaires. Or 
si BE n était pas dans le plan WN, le plan mené par les 
deux droites AB, BE, couperait MN suivant la droite BH; 
et on aurait au même point et dans un même jplan deux 
lignes BE, BH perpendiculaires sur AB. 

PROPOSITION VI. 

THÉORÈME. 

Si (P un point A, hors du plan MN, on mène la per- 
pendiculaire AP et les obliques AD, AC, AE, 

i° La perpendiculaire est plus courte que toute 
oblique ; 

a" Les obliques également éloignées de la perpen- 
diculaire, sont égales ; 

3° De deux obliques inégalement éloignées du pied 
de la perpendiculaire , celle qui s’en écarte le plus est 
la plus grande. 

i° Le triangle APC est rec- 
tangle en P, et par suite, 
l’oblique AC, opposée à l’an- 
gle droit, est plus grande que 
la perpendiculaire AP. 

a° Les angles APC, APD 
étant droits, si l’on suppose 
js PC = PD, les triangles APC, 
APD, auront un angle égal compris entre côtés égaux; 
donc ils sont égaux, et l’on aura AC= AD. 

3° Si la distance PE est plus grande que PD, prenons 
PB = PD et joignons AB; on aura AB= AD. Or AB est 
plus petit que AE *, donc AD est plus petit que AE. 

Corollaire. Toutes les obliques égales AB, AC, AD, etc., 
aboutissent à la circonférence BCD, décrite du pied de la 
perpendiculaire P comme centre; donc, étant donné un 
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point A hors d’un plan , si on veut trouver sur ce plan le 
point P où tomberait la perpendiculaire abaissée de A, il 
faut marquer sur ce plan trois poiuts B, C, D, également 
éloignés du point A, et chercher ensuite le centre du 
cercle qui passe par ces points; ce centre sera le point 
cherché P. 

PROPOSITION VII. 

THÉORÈME. 


Soit AP une perpendiculaire au plan MN et BC une. 
ligne située dans ce plan. : si du pied P de lu perpen- 
diculaire on abaisse PD perpendiculaire, sur BC, et 
qu'on joigne AD, je dis que AD sera perperuliculaire 
à BC. 

Prenez DB = DC , et joignez 

Mi / — \\ x — i PB, PC, AB, AC: puisque DB=DC, 

l’oblique PB = PC; et par rapport 
à la perpendiculaire AP, puisque 
* 6. 1 >V ^JL ] PB = PC , l’oblique AB = AC * ; 

JJ donc la ligne AD a deux de ses 
points A et D également distants des extrémités B et C ; 
donc AD est perpendiculaire sur le milieu de BC. 

Corollaire. On voit en même temps que BC est perpen- 
diculaire au plan APD, puisque BC est perpendiculaire 
à la fois aux deux droites AD, PD. 


A 



n 

\ 

L 


fl 


PROPOSITION VIII. 

THÉORÈME. 

Si la ligne AP est perperuliculaire au plan MN, 
toute ligne DE parallèle, à AP sera perpendiculaire au 
même plan. 


Digitized by Google 



LIVRE V. 


143 

Suivant les parallèles AP, DE , 
conduisez un plan dont l’intersec- 
tion avec le plan MN sera PD ; 
c dans le plan MN menez BC per- 
pendiculaire à PD, et joignez AD. 
Suivant lecorollaire du théorème 
y précédent, BC est perpendiculaire 
au plan APDE; donc l'angle BDE est droit : mais l’angle 
EDP est droit aussi, puisque AP est perpendiculaire à PD, 
et que DE est parallèle à AP ; donc la ligne DE est per- 
pendiculaire aux deux droites DP, DB ; aonc.elle est per- 
pendiculaire à leur plan MN. 

Corollaire I. Réciproquement si les droites AP, DE, sont 
perpendiculaires au plan MN, elles seront parallèles ; car, 

. si elles ne l’étaient pas, conduisez par le point D une pa- 
rallèle à AP, cette parallèle sera perpendiculaire au plan 
MN ; donc on pourrait par un même point D, élever deux 
perpendiculaires à un même plan, ce qui est impossible*. *4. 

Corollaire II. Deux lignes A et B, parallèles à une troi- 
sième C, sont parallèles entre elles ; car imaginez un plan 
perpendiculaire à la ligne C, les lignes A et B, parallèles à 
cette perpendiculaire, seront perpendiculaires au même 
plan ; donc, par le corollaire précédent, elles seront paral- 
lèles entre elles. 

Il est entendu que les trois lignes ne sont pas dans le 
même plan , sans quoi la proposition serait déjà connue. 

PROPOSITION IX. 

THEOREME. 

Par un point A on ne peut mener dans l’espace 
tpi une parallèle à In ligne CD. 

■ A - Oar une parallèle à CD, menée par le point 

A, est située dans le plan qui passe par ce 
C I) point et par la droite CD; et l’on sait que 
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dans un plan on ne peut mener par un point donné 
qu’une seule parallèle à une droite. v 

PROPOSITION X. 

THÉORÈME. 

Si lu ligne AB est parallèle à une droite CD menée 
dans le plan MN, elle sera parallèle à ce plan. 

Y B Car si la ligne AB, qui est dans le 

/ 7 plan ABCD, rencontrait le plan MN, 

* j — y ce ne pourrait être qu'en quelque 

c D \ point de la ligne CD, intersection 

N commune des deux plans: or, AB ne 
peut rencontrer CD, puisqu’elle lui est parallèle; donc 
elle ne rencontrera pas non plus le plan MN ; donc elle 
est parallèle à ce plan. 

Corollaire I. Si une droite AB est parallèle au plan MN, 
tout plan ABCD mené par AB coupera MN suivant une 
droite CD parallèle à AB. 

En effet, les droites AB, CD, étant dans le même plan 
ABCD, si la ligne AB rencontrait CD, elle rencontrerait 
le plan MN, ce qui est contre l'hypothèse. 

Corollaire II. Si, par un point C d’un 
plan MN parallèle à la droite AB, on mène 
une ligne CD parallèle à cette droite, cette 
^parallèle sera située dans“le plan MN. 
Car, s il en était autrement, le plan 
mené par la droite AB et le point C couperait MN suivant 
une ligne CE parallèle à AB, et on pourrait par un point 
mener deux parallèles à une droite. 

PROPOSITION XL 

THÉORÈME. 

Deux plans MN, PQ, perpendiculaires h une même 
droite AB, sont parallèles entre eux. 
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Car, s ils se rencontraient quelque 
part, soit O un de leurs points com- 
muns, et joignez OA, OB; la ligne AB, 
perpendiculaire au plan MN, est per- 
pendiculaire à la droite OA menée par 
0 son pied dans ce plan ; par la même 
raison, AB est perpendiculaire à BO; doncOA et OBseraient 
deux perpendiculaires abaissées du même point O sur la 
même ligne droite, ce qui est impossible ; donc les plans 

MN, PQ, ne peuvent se rencontrer; donc ils sont paral- 
lèles. r 

I 1 , 

PROPOSITION XII. 

THÉORÈME. 

Les intersections EF, GH, de deux plans parallèles 
MN, PQ, par un troisième plan FG, sont parallèles. 

Car, si les lignes EF, GH, situées dans 
un même plan , ne sont pas parallèles, 
prolongées elles se rencontreront; donc 
les plans MN, PQ, dans lesquels elles sont, 
se rencontreraient aussi; donc ils ne se- 
raient pas parallèles. 

PROPOSITION XIII. 

THÉORÈME. 

Par un point A on peut mener un plan parallèle 
au plan MN, et on n'en peut mener qu'un seul. 

» 0 Du point A abaissez AB perpendicu- 
laire sur MN > P uis au point A menez le plan 
P Q perpendiculaire sur AB; le plan PQ sera 
parallèle à MN. 

m \b> d \n 2 ” s 11 ex,stait un second p!an AF passant 



a 1 

par le point A, et parallèle à MN, un plan 


IO 
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quelconque mene par AB couperait les plans MN, PQ, AF; 
suivant les droites BD, AG, AE. Or les droites AG, BD, 
seraient parallèles, comme étant les intersections de deux 
plans parallèles par un troisième ; par la même raison, AE 
serait parallèle à BD, ce qui est absurde. 

PROPOSITION XIV. , . ' * 

4,1 /O ■!< • • -• Ç : : > ! 

M THEOREME.. 

’ . ' • 1 .. .r, ........ 

/.aligne A)5, perpendiculaire au plpn MN, est per- 
bèwlèculàire au plan PQ, parallèle à MN. 

Ayant tiré à volonté la ligne AD dans le 
plan MN, suivant AB et AD, conduisez un 
plan B AD; qui coupera nécessairement le 


-H \A 

J D\^ 


1 

p\b! 

— Xfl 


A mener deux plans parallèles à PQ. De 
plus Finterseotion BC du plan BAD et du plan PQ sera 
parallèle à, Al>*; mats la ligne AB, perpendiculaire au 
plan, MN, est perpendiculaire à la droite AD; donc elle 
sera aussi, perpendiculaire à sa parallèle BC. 

O.n verrait de même que AB serait perpendiculaire à 
ane autre droite passant par son pied dans le plan PQ; 
donc elle est perpendiculaire à ce plan. 


PROPOSITION XV. 


THEOREME . 


Deux plans A, B, parallèles à un troisième G, sont 
parallèles entre eux. 

. \\* V>. » . . „ _ \ ' 

Menez DF perpendiculaire au plan G ; 


J». 


m 


cette droite est perpendiculaire aux plans 
^ A et B , en vertu du , théorème pré- 
!l ■' , * ^ cèdent; donc oes plans sçnt parallèles, 

c r comme étant perpendiculaires à une même 


droite. 


Mi. 
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PROPOSITION XVI. 


THEOREME. 


• . . I :• ! • -, ■ :• 

Les parallèles EG, FH, comprises entre deux plans 
oaraUèles MÎJ, PQ, sont égaies. >■ m .. >■ 

X — Par k * parallèles EG, PW, 1 faites passer 
' — r— le P ,an EGHF , qui rencontrera les plans 
' Parallèles suivant EF et GH. Les intersec- 

f \ V V tioi »s EF, GH, sont parallèles entre elles ’, 
« • ainsi que EG, FH ; donc la figure EGHF est 
un parallélogramme ; donc EG = FH. 

CoroUaire. Il suit de là que deux plans parallèles sont 
partout a égale distance ; car si EG et FH sont perpendi- 
culaires aux deux plans MN , PQ , «lies seront parallèles 
entre elles | donc elles soht égalés. 


PROPOSITION XVII. 


.\ 


* 8 . 


ïhôohème. 


Ai deux angles CAE, DBF, non situés dans le même 
plan , ont leurs côtés parallèles et dirigés dam le 
même sens, ces angles seront égaux et leurs plans 
seront parallèles. 

Prenez AC = BD, AE = BF, et 
joignez CE, DF, AB, CD, EF. Puis- 
que AC est égale et parallèle à BD, la 
ligure ABCD est un parallélogramme; 
donc CD est égale <?t parallèle à AB. 
Par une raison semblable, EF est égale 
et parallèle à A.B; donc aussi CD est 
égalé et parallèle à EF : la figure CEFD 
est donc un parallélogramme, ét ainsi le côté CE est égal 
et parallèle à DF; donc les triangles CAE, BDF sont 
équilatéraux entre eux; donc l’atlgle CAE *= DBF. 
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En second lieu je dis que le plan AGE est parallèle au 
plan BDF ; car supposons que le plan parallèle à BDF, 
mené par le point A, rencontre les lignes CD, EF, en d'au- 
tres points que C et E, par exemple en G et H ; alors, sui- 
vant la proposition xvi, les trois lignes AB, GD,FH, 
seront égales : mais les trois AB , CD , EF , le sont déjà ; 
donc on aurait CD=GD,et FH = EF,ce qui est absurde; 
donc le plan ACE est parallèle à BDF. 

Corollaire. Si deux plans parallèles MN, PQ, sont ren- 
contrés par deux autres plans CABD, EABF, les angles 
CAE, BDF , formés par les intersections des plans paral- 
lèles, seront égaux; car l'intersection AC est parallèle à 
BD*, AE l’est à BF, donc l’angle CAE = DBF. 

PROPOSITION XVIII. 

THÉORÈME. 

Deux droites comprises entre trois plans parallèles , 
sont coupées en j>arties proportionnelles. 

Supposons que la ligne AB rencon- 
tre les plans parallèles MN, PQ, RS, 
N en A, E, B, et que la ligne CD ren- 
contre les mèmes.plans en C, F, D; 
je dis qu’on aura AE : CF : : BE : FD. 

Tirez AD qui rencontre le plan PQ 
en G, et joignez AC , EG, GF, BD ; 
les intersections EG, BD , des plans 
parallèles PQ , RS , par le plan ABD, sont parallèles * ; 
donc AE : EB :: AG : GD; pareillement les intersections 
AC , GF , étant parallèles, on a AG : GD :: CF : FD; 
donc, à cause du rapport commun, AG:GD, on aura 
AE : EB :: CF : FD. 

DÉFINITIONS. 

On appelle projection d’un point sur un plan, le pied 
de la perpendiculaire abaissée de ce point sur le plan. 
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La projection d'une ligne AMB sur 
un plan, est la ligne amb formée par 
les projections de tous les points de 
la ligne AMB. 


PROPOSITION XIX. 


THÉORÈME. 


La projection dune ligne droite sur un plan est une 
ligne droite. 

D’un point A de la ligne AB, 
abaissons la perpendiculaire A a sur 
le plan RS, et menons par les droi- 
tes AB, Aa,un plan qui coupera RS 
s suivant ai. 

Si par les points M,N,... de la li- 
gue AB on abaisse des perpendiculaires sur le plan RS, 
elles seront toutes parallèles à A a, et seront situées dans 
le plan BAa; elles ne pourront donc rencontrer le plan RS 
que sur la ligne ab. 



PROPOSITION XX. 


THÉORÈME. 

1# < J 

L'angle aigu Alla forme par la droite AB avec sa 
projection Ba sur le plan MN, est moindre que C angle 
ABD, que fait la même droite avec toute autre BD, 
passant par son pied dans le plan. 

Prenons BD = Ba, et joignons AD; les 
deux triangles ABa, ABD, ont le côté AB 
commun; déplus Baa=BD par construc- 
tion ; mais le troisième côté A a du premier 
triangle est plus petit que le troisième 
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côté AD du second triangle, puisque A a est perpendicu- 
laire au: plan MN, et que AD est une oblique; donc l’angle 
AB a est moindre que l’angle ABD. 

Scolie I. L’angle aigu que fait une droite avec sa projec- 
tion sur un plan, étant l’angle minimum, l'angle obtus est 
maximum. 

Scolie IL L’angle aigu que fait une droite avec sa pro- 
jection sur un plan , en raison de la propriété qui vient 
d’être démontrée, est appelé angle de la droite avec le 
plan. 

‘PROPOSITION 1 XXI. 

THÉORÈME. 

-.i t . - •. 

Etant données deux droites AB, CD non situées 
dans un meme plan; i° on peut leur mener une per- 
pendiculaire commune; a 0 on n’en peut mener qu’une; 
3° elle est la plus courte distance des deux droites. 

' *«ù§q i° Par un point A de la 

; h ê vi .j > droite AB, menons AL parai- 

lèle à CD ; et conduisons par 
les deux droites AB, AL, le 
plan MN parallèle à CD. ; 

D’un point quelconque D 
pris surCD abaissons DH per- 
pendiculaire au plan MN, et par le point H menons HF 
parallèle à CD; enfin par le point F tirons FC parallèle 
à DH; FC sera une perpendiculaire commune aux deux 
droites. 

Car FC, étant parallèle à DH, est perpendiculaire au plan 
MN*; elle est donc perpendiculaire sur AB et sur FH; elle 
l’est donc aussi sur CD parallèle » FH. 

tê FC est la seule perpendiculaire commune; car, si l’on 
supposait qu’une autre droite IK, fut perpendiculaire sur 
AB et sur CD, elle serait aussi perpendiculaire sur la droite 
K.P parallèle à CD,; donc elle serait perpendiculaire au plan 
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MN ; d ailleurs la ligne IG, parallèle ’à DH, est perpendicu- • 8. 
laire au même plan; on pourrait donc d'un point abaisser 
deux perpendiculaires sur un plan. 

3* FC est la plus courte distance des deux droites; car 
soit IR une autre droite qui rencontre AB et CD; si l’on 
mène IG parallèle à DH, IG sera perpendiculaire à MN, et 

sera plus petit que IK; or ÏG = FC; donc on a FC < 1K. 

1 -il" p 

ANGLES FORMÉS PAR LES PLANS. 

i , . • ■ 

DÉFINITIONS. 


I. Lorsque deux plans se rencontrent , la figure que 
forment ces plans terminés à leur intersection commune 
s’appelle angle dûdre. 

L’intersection des deux plans se nomme X arête de l’an- 
gle dièdre ; les deux plans qui le forment en sont les 
faces. 

* y te’’ ' h 

On désigne un angle dièdre au moyen de quatre lettres; 
deux d’entre elles servent à désigner l’arête, et les deux 
autres représentent les deux faces. On a soin de mettre au 
milieu les deux lettres qui désigneut l’arête. i . • , 

i -A : ® ;l! i. • ' . < (. >i I l .<1 

II. Deux angles dièdres sont dits égaux, lorsqu'on peut 
faire coïncider leurs faces. 

b III. L’angle NAP, formé par les perpendi- 
culaires NA, APj menées*d4nü'les deux faces de 
l'angle dièdre PMA N, en un même point de 
l’arête MA, est X angle plan correspondant à 
l'angle dièdre. 

L’angle plan, ainsi-formé, est le, même. en tous 
les points de l’arête; car, si au point M ontorme-démêniie 
l'angle plan CMB, les droites MC, AN, seroBt parallèle* 
comme étant situées dans un même iféani, et de plus per- 
pendiculaires à MA; de même MB est parallèle à AP; donc 
CMB = NAP. f .-i . i .vd 


jr 


! 
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Lorsqu un plan PB en rencontre un 
autre MN, il forme avec celui-ci deux 
angles dièdres adjacents PABM, PABN. 
Si ces angles adjacents sont égaux, le 
v ( plan PB est dit perpendiculaire sur MN ; 

— et ^ es angles dièdres égaux s’appellent 

angles dièdres droits. (Il sera démontré 
que tous les angles dièdres droits sont égaux.) 



PROPOSITION XXII. 


THEOREME. 


Par une droite AB située dans 
le plan MN on peut mener un plan 
perpendiculaire à MN, et on n’en 
peut mener qu'un seul. 

Corollaire. Tous les angles dièdres 
droits sont égaux, j 

La démonstration de ce théorème 
' et du corollaire étant tout à fait sem- 

blable à celle qui a été donnée (liv. i er , pr. i), nous laissons 
au lecteur le soin de la donner lui-même. 



PROPOSITION XXIII. 

• l > ,11 r 1 ; 

THÉORÈME. 

' • .t. [ •«; , * 

Tout plan qui en rencontre un autre forme avec lui 
deux angles dièdres adjacents dont la somme vaut 
deux angles dièdres droits. 

Corollaire. Si un plan est perpendiculaire sur un autre, 
ce second plan est perpendiculaire sur le premier. (Voyez 
liv. t", pr. 3.) 
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PROPOSITION XXIV. 


THEOREME. 



Si (leux angles dièdres CABD, GEFH sont égaux , 
leurs angles plans GBD, GFH seront égaux. 

En effet, portons le second dièdre 
sur le premier, de manière que EF 
| tombe sur AB, le point F en B, et 
que le plan EFG s’applique sur le 
plan ABC j les angles EFG, ABC 
étant droits, FG prendra la direc- 
v tion BC; maintenant, à cause de 
l’égalité des angles dièdres, le plan EFH s’appliquera sur 
ABD , et comme les angles EFH, ABD, sont droits, FH 
coïncidera avec BD. 

Corollaire . L'angle dièdre droit a pour angle plan un 
angle droit. 

Car, quand un plan est perpendiculaire sur un autre, 
les angles dièdres adjacents sont égaux; les angles plans 
qui leur correspondent sont donc aussi égaux; or ceux-ci 
sont adjacents, donc ils sont droits. 


PROPOSITION XXV. 


THBORKME. 


Deux angles dièdres Ch BD, 
GEFH, sont entre eux dans le 
meme rapport que leurs an- 
gles plans CBD, GFH. 

J H Supposons que les deux an- 
gles dièdres aient une com- 
mune mesure, et qu’en di- 
visant CABD en trois parties} 
égales, GEFH renferme 4 Je ces parties , on aura , : 
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CABD:GEFH:,-3:4. 

Menons les plans CBD , GFH, respectivement perpendi- 
culaires aux arêtes AB, EF; ces plans couperont les faces 
de divisions suivant des droites BC, BM,... FG, FP, FR... 
respectivement perpendiculaires sur AB et sur EF; or 
les angles plans CBM, MBN-. GFP, PFR... sont égaux 
comme correspondants à des dièdres égaux; d’ailleurs CBD 
contient trois de ces angles, et GFH en contient 4; on a 
donc aussi: GBD : GFH : : î: 4; 

donc enfin CABD : GEFH : : CBD : GFH. 

Si les deux angles dièdres n’avaient pas de commune 
mesure, on ferait voir, par le raisonnement connu, que la 
proportion subsiste encore. 

Scolie. Il résulte de ce théorème, que si l’on veut me- 
surer un angle dièdre D, c’est-à-dire trouver le rapport de 
D à un angle dièdre pris pour unité (l’angle dièdre droit, 
par exemple), il suffira de chercher le rapport de l’angle 
plan de D à un angle droit. 

PROPOSITION XXVI. •: 


THÉORÈME. 


La ligne AP étant perpendiculaire du plan MN, tout 
plan A PB , conduit suivant AP, sera perpendiculaire 
au plan MN. 

Vs. Soit BC l'intersection des plans AB, MN; 

1 \ 'Si dans he'plari'MNon mène PD perpendi- 

• '-'Vchlaire à BP, la ligne AP, étant perpendicu- 
'feire au plan MN , sera perpendiculaire à 
pV—- - chacune des'' de& droites BC, PD : mais 
•mo j a h f angle A PD, formé par les deux perpendi- 

culaires PA, PD, à l’intersection commune BP, mesure 
l’angle des deux plans AB, MN ; donc , puisque cet angle 
est droit, les deux plans sont perpendiculaires entre enx. 


-i\u 
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Scalie. Lorsque trois droites, telles que AP, BP, DP, 
soot perpendiculaires entre elles, chacune de ces droites 
est perpendiculaire au plan des deux autres et les trois 
plans sont perpendiculaires entre eux. 

« i»; . . •.•»!* 1 

PROPOSITION XXVII. 

THÉORÈME. 

Si le plan AB est perpendiculaire au plan MN, et que 
dans le plan AB on mène la ligne PA perpendiculaire 
à l'intersection commune PB, je. dis que PA sera per- 
pendiculaire au plan MN. 

Car, si dans le plan MN on mène PD per- 
pendiculaire à PB, l'angle APD sera droit, 
puisque les plans sont perpendiculaires en- 
tre eux; donc la ligne AP est perpendiculaire 
aux deux droites PB , PD; donc elle est per- 
pendiculaire à leur plan MN. 

Corollaire. Si le plan AB est perpendiculaire au plan 
MN, et que par un point A du plan AB on abaisse une 
perpendiculaire sur le plan MN, je dis que cette perpen- 
diculaire sera dans le plan AB , car , si elle n’y était pas , 
on pourrait mener dans le plan AB une perpendiculaire 
AP à l’intersection commune BP, laquelle serait en même 
temps perpendiculaire au plan MN ; donc du même point 
A on pourrait abaisser deux perpendiculaires au plan MN, 
ce qui est impossible. 

PROPOSITION XXVIII. 

».'•*« i * t ) f * * 4 * .* * * ‘ « !#: •*. ; •' t’ » :*■ 

THBORBMB. 

• ■» 5. t.tl " ■»* Il ' • , *• " r • t •* *• \ • * ■ S >\ 

Si deux plans AB , AD, sont perpendiculaires a un 
troisième MN, leur intersection commune AP sera per- 
pendiculaire à ce troisième plan. * *t/ r * <1 h 
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Car, si d’un point A pris sur 
1 intersection on abaisse une per- 
pendiculaire sur le plan MN, cette 
perpendiculaire doit se trouver à 
la fois dans le plan AB et dans le 
plan AD; donc elle est leur in- 

n tersection commune AP. 


DEFINITIONS. 


I. On appelle angle solide ou polyèdre , la figure formée 
par plusieurs plans qui se coupent en un même point. 

II. Les intersections des plans sont les arêtes de l'angle 
solide; le point de concours des arêtes en est le sommet. 

Les angles formés par les arêtes sont appelés les faces ou 
les angles plans de l’angle solide. 

III. Lorsque le nombre des plans est égal à trois, l’angle 
solide s’appelle angle trièdre. 

IV. Nous ne considérerons que des angles solides con- 
vexes, c’est-à-dire, qui sont situés entièrement d’un même 
côté d’une de leurs faces prolongées. 

V. Un angle solide SABCD étant 
A! donné, si l'on prolonge les arêtes SA , 
SB..., au delà du point S, on forme un 
nouvel angle solide S'A'B'C'D' qui est 
dit symétrique du premier. 

Il est évident que ce nouvel angle 
solide a les mêmes angles plans et les 
mêmes angles dièdres que le premier. 
Néanmoins ces deux angles solides ne 
pourront pas en général être superposés; car, si l’on fait 
coïncider la face D’S'A' sur son égale ASD de manière que 
les arêtes des deux angles solides soient situées d’un même 
côté de la face commune, on voit qu’en partant de l’arête SD, 
et faisant le tour des deux angles solides, les angles plans 
et les angles dièdres se présenteront dans un ordre inverse. 
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PROPOSITION XXIX. 


THEOREME. 

Deux angles triedres sont égaux dans toutes leurs 
parties , lorsqu ils ont un angle dièdre égal compris en- 
tre deux faces égalés chacune à chacune. 

o’ B ’ Soit ASB= DTE, BSC 

\ / A. =ETF, et l’angle dièdre 

\ : / t SB égal à l'angle dièdre 

A /\ TE \ 

/ / \ / j \ Faisons coïncider l’an- 

A / / \ */! \, g le ASB sur son égal 

DTE : à cause de l’éga- 
lité des angles dièdres SB , TE , le plan ETF s’appliquera 
sur le plan BSC,et, comme les angles ETF, BSC,sont égaux, 
l’arête TF prendra la direction SC ; les deux angles trièdres 
coïncideront donc et auront toutes leurs parties égales. 

Si les faces égales des deux angles trièdres étaient in- 
versement disposées par rapport aux angles dièdres égaux, 
on superposerait l’angle trièdre T sur le symétrique de 
SABC , et on serait conduit à la même conclusion. 

PROPOSITION XXX. 

THÉORÈME. 

Deux angles trièdres sont égaux dans toutes leurs 
parties lorsqu'ils ont une face égale adjacente à deux 
angles dièdres égaux chacun à chacun. 

Soit ASC—DTF, l’an- 
C » b> • gle dièdre SA = TD, et 

\ / • / t l’angle dièdre SC = TF. 

\ j/ T Faisons coïncider la 

yf\ face DTF sur son égale 
/ \ / / \ ASC; à cause de l’égalité 

A \ D / j \ des angles dièdres SA et 
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TD,SC et TF, les plans DTE, ETE, s’appliquent respective- 
ment sur les faces ASB, CSB; donc l'arête TE coïncidera 
avec SB, et les deux angles trièdres coïncidant auront tou- 
tes leurs parties égales. 

Si les angles dièdres égaux étaient inversement placés 
par rapport aux faces égales, on superposerait I angle triè- 
dre T sur le symétrique de l’angle trièdre S, et on arri- 
verait ainsi au même résultat. 

siuéib sljjtiel ii ,’H .'1 * . A \ / 

PROPOSITION XXXI. 


THEOREME. 


St lieux angles trièdres ont les faces égales chacune 
à chacune , les angles dièdres ojufjosés aux faces égales 
seront égaux entre eux. i . 

Soit: ASB = DTE , ASC = DTF , BSC = ETF. 

s t Prenons les six lon- 

gueurs égales SA, SB, SC, 
TD, TE, TF; et tirons 
les lignes AB, AC, BC, 
DE, DF, EF. Les triangles 
F isocèles SAB, DTE, sont 
égaux comme ayant un 
angle égal compris entre côtés égaux; il en sera de même 
des triangles SBC, TEF, et aussi des triangles SAC, TDF. 
Enfin , de l’égalité de ces triangles résulte celle des trian- 
gles ABC, DEF, car ils sont éqnilatéraux entre eux. 

Cela posé, par un point M de l’arête SA, menons dans 
les faces SAB, SAC, les droites MN, MP, perpendiculaires 
sur SA ; ces droites rencontreront les côtés AB et AC, puis- 
que les triangles SAB, SAC, étant isocèles, les angles à la 
base SAB, SAC, sont aigus; enfin, tirons la droite NP. 

Maintenant prenons DG — AM, et répétons dans le se- 
cond .trièdre la construction précédente. 
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Les triangles rectangles AMN, OGK.sont égaux comme 
ayant le coté AM = DG et l’angle aigu MAN — GDK; on 
en conclut AN = DK et MN = GK. On verrait de même 
que MP=GH et AP=DH. 

On reconnaît aussi que les triangles PAN, HDK, sont 
égaux, comme ayant un angle égal compris entre côtés 
égaux; d’où l’on conclut NP.=KH. Donc enfin, les trian- 
gles NMP, KGH, ont les trois côtés égaux chacun à chacun; 
donc l’angle N1IP, qui mesure le dièdre SA , est égal à 
l’angle K.GH, qui mesure le dièdre TD. 

Scatie. S» les deux angles solides ont, en outre, leurs 
faces semblablement disposées, ils seront égaux par su- 
perposition ; dans le cas contraire, ils seront symétri- 
es- .... 

PROPOSITION XXXII. 

•< •• THEOREME. 


Lorsque pur un point F pris sur l'are te et un angle 
dièdre AB, on élève sur la face AC une perpendicu- 
laire FG, du même côté du plan ABC que la face A BD, 
et sur la face ABD une perpendiculaire DE, du meme 
côté du plan ABD que la face ABC, l’angle EFG est 
te supplément de l’angle plan qui mesure l’angle 
dièdre. . , > ,ç 

En effet, les deux droites EF, FG, per- 
pendiculaires à AB , déterminent un plan 
la perpendiculaire à AB, qui -coupe les deux 
| x ' c faces de l’angle dièdre suivant les droites 
1 > FI, FU également perpendiculaires à AB ; 
et l'angle 1FH mesure l’angle dièdre. Or, FG étant perpen- 
diculaire au plan ABC, on a GFI=,i dr ; on a par la même 
raison EFH = x dr , d'où en ajoutant GFI EFHczf B dr , 
ou EFG -+- U‘I1 c=b V*. 
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PROPOSITION XXXIII. 


THEOREME. 


Lorsqu'au sommet (T un angle trièdre SABC, on 
élève sur chaque face, une perpendiculaire , du même, 
côté du plan île cette face que la troisième arête, 
l'angle trièdre qui a pour arêtes ces trois perpendi- 
culaires , et l angle trièdre donné sont supplémentai- 
res. ( Deux angles trièdres sont dits supplémentaires , 
lorsque les angles plans de f un sont les suppléments 
des angles qui mesurent les angles dièdres de F autre.) 
c c . Soit SC' perpendiculaire sur la face 

! ASB, et du même côté du plan ASB que 

/ d’arête- SC ; la droite SB', perpendiculaire 

s / b sur la face ASC, et du même côté du 

plan ASC que l'arête SB ; enfin soit la 
a B' droite SA' perpendiculaire au plan CSB, 

et du même côté de ce plan que l’arête SA. 

i° La droite SC' est perpendiculaire sur le plan ASB, et 
est du même côté de ce plan que la face CSB ; la droite 
SA' est perpendiculaire sur le plan CSB , et est située du 
même côté de ce plan que la face ASB : donc* l’angle C'SA' 
est le supplément de l’angle correspondant à l’angle diè- 
dre SB. On verrait de même que l’angle C'SB' est le sup- 
plément de l’angle qui correspond à l’angle dièdre SA, et 
que l’angle A'SB' est le supplément de l’angle qui mesure 
l’angle dièdre SC. Donc, i° les angles plans de SA'B'G' sont 
les suppléments des angles dièdres de SABC. 

2° La droite SA', étant perpendiculaire sur le plan CSB, 
est perpendiculaire sur SC ; la droite SB', perpendiculaire 
au plan CSA, est perpendiculaire à SC; donc la droite SC 
est perpendiculaire au plan A'SB' ; de plus, SC' étant per- 
pendiculaire au plan ASB, et étant du même côté de ce 
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plan que SC, l'angle CSC' est aigu ; et puisque SC est per- 
pendiculaire à A'SB', et forme avec SC' un angle aigu, on 
en conclut que SC est du même côté du plan A'SB' que 
SC'. 

On verrait semblablement que SB est perpendiculaire 
au plan A'SC', et est du même côté de ce plan que SB', et 
que SA est perpendiculaire au plan C'SB', et est du même 
côté de ce plan que SA' ; qu’en un mot l’angle SABC est 
construit avec SA'B'C', comme cet angle trièdre a été cons- 
truit au moyen de SABC. Donc les angles plans de SABC 
sont les suppléments des angles dièdres de SA'B'C', 

PROPOSITION XXXIV. 

THÉORÈME. 

Si deux angles trièdres ont leurs angles dièdres 
égaler chacun à chacun , ils ont aussi leurs faces 
égales. 

Soient S et S' les deux angles trièdres donnés; T et T' 
leurs angles trièdres supplémentaires. 

Puisque S et S' ont leurs angles dièdres égaux, les angles 
trièdres T et T' auront leui f s faces égales chacune à cha- 
cune, et par suite leurs angles dièdres égaux. Enfin, les an- 
gles trièdres T et T' ayant leurs angles dièdres égaux, les 
angles trièdres S et S' auront leurs faces égales. 

Scolie. Si les faces égales des deux angles trièdres sont 
semblablement disposées, les angles trièdres seront égaux 
par superposition; autrement, ils seront symétriques. 

PROPOSITION XXXV. 

THÉORÈME. 

Si un angle solide est formé par trois angles plans, 
la somme de deux quelconques de ces angles sera plus 
grande que le troisième. 

ii 
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11 n’y a lieu à démontrer la propo- 
sition que lorsque l’angle plan qu’on 
compare à la somme des deux autres 
est plus grand que chacun de ceux-ci. 
Soit donc l’angle solide S formé par 
trois angles plans ASB, ASC, BSC, et 
supposons que l’angle ASB soit le plus grand des trois ; je 
dis qu'on aura ASB < ASC-f-CSB. 

Dans le plan ASB faites l’angle BSD = BSC, tire* à vo- 
lonté la droite ADB ; et, ayant pris SG = SD, joignez 
AC, BC. 



Les deux côtés BS, SD, sont égaux aux deux BS, SC, 
l'angle BSD == BSC; doncles deux triangles BSD, BSC, sont 
égaux; donc BD = BC. Mais on a AB< AC + BC; retran- 
chant d’un côté BD, et de l'autre son égale BC, il restera 
AD < AC. Les deux côtés AS, SD, sont égaux aux deux AS, 
SC, le troisième AD est plus petit que le troisième AC; 
donc l’angle ASD<ASC. Ajoutant BSD = BSC, on aura 
ASD -+- BSD ou ASB < ASC -f- BSC. 


PROPOSITION XXXVI. 

THÉORÈME. 


Im somme des angles plans qui forment un angle 
solide convexe est toujours moindre que quatre angles 
droits. 


3 



Coupez l’angle solide S par un plan 
ABCDE qui rencontre toutes les arêtes; 
d’un point O pris dans ce plan, menez à 
tous les angles les lignes OA, OB, OC, 
OD, OE. 

La somme des anales des trianales 
ASB, BSC, etc., formés autour du som- 
met S, équivaut à la somme des angles 
d'un pareil nombre de triangles AOB, 
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BOC, etc., formés autour du sommet O. Mais au point B les 
angles ABO, OBC, pris ensemble, font l’angle ABC plus petit 
que la somme des angles ABS, SBC*; de même au point C *35. 
on a BCO-t- OCD < BCS -l-SCD ; et ainsi à tous les angles 
du polygone ABCDE. Il suit de là que dans les triangles dont 
le sommet est en O , la somme des angles à la base est 
moindre que la somme des angles à la base dans les triangles 
dont le sommet est en S; donc, par compensation, la 
somme des angles formés autour du point O est plus grande 
que la somme des angles autour du point S. Mais la 
somme des angles autour du point O est égale à quatre 
angles droits; donc la somme des angles plans qui forment 
l’angle solide S est moindre que quatre angles droits. 

PROPOSITION XXXVII. 

THÉORÈME. 

i 0 Dans tout angle trièdre , lu somme des trois angles 
dièdres est comprise entre 2 droits et 6 droits ; 2 0 le 
plus petit angle dièdre , augmenté de deux droits , est 
plus grand que la somme des deux autres. 

i° Soient a, b, c , les trois angles dièdres de l'angle trièdre 
donné, et A,B,C, les faces de l’angle trièdre supplémentaire. 

On a: a= 2 d — A, b=.i a — B, c=2 a — C; 

d’où , en ajoutant 

a b 4- c — 6 d — (A -f- B 4- C). 

D’ailleurs la somme A-f-B -+■ C est plus grande que zéro, 
et moindre que 4 Hr j donc la somme a-\-b-\-c est moindre 
que 6 droits, et plus grande que 2 droits. 

2 0 a, b, c, étant les angles dièdres de l’angle trièdre donné, 
et a le plus petit; 2' 1 — a, 2'' — b , 2 d — c seront les faces de 
l’angle trièdre supplémentaire, et 2 d — a la plus grande; 
on aura donc, en vertu du théorème 35 , 
a d — a < a 4 — i + a* — c; 

zi. 
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d’où en ajoutant de part et d’autre b +- c -f- a , et retran- 
chant a <lr 

b -J- c < a' 1 -f- a.. 

PROPOSITION XXXVIII. 

THÉORÈME. 

Pour qu’on puisse former un angle solide trièdre 
avec trois faces données, il faut et il suffit que la 
somme des trois faces soit moindre que l\ droits, et 
que la plus gra/ule soit plus petite que la somme des 
deux autres. 

Nous avons déjà reconnu que ces conditions sont néces- 
saires; il reste donc à démontrer qu’elles sont suffisantes. 

... Soient BSC, ASB, DSC, les trois faces 

\ données que nous supposons placées 
\ dans un même plan , et soit BSC la plus 
grande. 

Du point S comme centre avec un 
rayon arbitraire SA, décrivons une cir- 
conférence, et abaissons des points A 
et D les droites A a, Dé perpendiculaires sur SB et sur SC. 

L’angle BSC étant le plus grand des trois, BC sera plus 
grand que chacun des arcs BA, CD, et comme Ba = BA, 
on voit que le point a est entre B et C, et il en est de même 
de d. 

De plus, on a par hypothèse BSC < ASB -f- CSD, 
et par suite BC < AB d- CD. 

Donc, puisque Ba = BA et Cd — CD, le point a est 
sur l’arc BC à la droite de d. 

Enfin la somme des trois faces données étant moindre 
que 4 droits, le point D sera placé après le point C, sur la 
circonférence parcourue à partir du point A, dans le sens 
ABC. 

Le point d sera donc situé entre A et a, et le point a 
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entre d et D ; donc les cordes A rt, D d, se couperont dans 
l'intérieur de la circonférence. 

Cela posé, élevons au point O une perpendiculaire OM 
au plan BSC , et dans le plan IOM , décrirons du point I 
comme centre avec Al comme rayon , une circonférence 
qui coupera OM en un point M, et joignons MS; l’angle 
trièdre SBMC sera formé avec les trois faces données. 

En effet, joignons MI et MK; les triangles ASI, MIS, sont 
rectangles en I ; ils ont SI commun, et AI = IM, donc ils 
sont égaux ; et l’on a l’angle ASI=±ISM. De même les triangles 
rectangles MSK, DSK sont égaux ; car le côté SK est com- 
mun, et les côtés SD, SM, égaux tous deux à SA, sont égaux 
entre eux ; donc l’angle MSK = DSK. 

Scolie. Pour former un angle trièdre avec trois angles 
dièdres donnés a, b, c, il faut et il suffit que leur somme 
soit comprise entre 2 droits et 6 droits, et que le plus petit, 
augmenté de 2 droits, soit plus grand que la somme des 
deux autres. 

On sait déjà que ces conditions sont nécessaires, et de 
plus elles sont suffisantes; car on peut facilement recon- 
naître que , quand ces conditions sont remplies, on peut 
construire l’angle trièdre supplémentaire avec les faces 
2" — a, 2 d — b, 2 d — c ; donc, on peut aussi construire 
un angle trièdre avec les angles dièdres a, b, c. 
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LIVRE VI. 

LES POLYÈDRES. 


DÉFINITIONS. 


I. On appelle solide polyèdre , ou simplement polyèdre , 
tout solide terminé par des plans ou des faces planes. (Ces 
plans sont nécessairement terminés eux-mêmes par des li- 
gnes droites.) On appelle en particulier tétraèdre le solide 
qui a quatre faces; hexaèdre celui qui en a six; octaèdre 
celui qui en a huit ; dodécaèdre celui qui en a douze ; ico- 
saèdre celui qui en a vingt, etc. 

Le tétraèdre est le plus simple des polyèdres; car il faut 
au moins trois plans pour former un angle solide , et ces 
trois plans laissent un vide qui, pour être fermé, exige au 
moins un quatrième plan. 

ii. i: intersection commune de deux faces adjacentes 
d’un polyèdre s’appelle côté ou arête du polyèdre. 

III. On appelle polyèdre régulier celui dont toutes les 
faces sont des polygones réguliers égaux , et dont tous 
les angles solides sont égaux entre eux. Ces polyèdres 
sont au nombre de cinq. ( Voyez l appendice aux livres VI 
et VIL) 

IV. Le prisme est un solide compris sous plusieurs plans 
parallélogrammes , terminés de part et d’autre par deux 
plans polygones égaux et parallèles. 
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Pour construire ce solide, soit 
ABCDE un polygone quelconque, 
et MN un plan parallèle à ABCDE. 

Par le point A, menons la droite 
AF qui rencontre le plan MN en F, 
puis par les points B, C, D, E, me- 
nons des parallèles à AF, jusqu’à 
la rencontre du même plan MN. 
Enfin joignons les points de rencontre par les droites 

FG, GH, HI Je dis que le solide compris entre ies 

deux polygones ABCDE, FGHIK est un prisme. En effet 
AF, EG, sont égales et parallèles, d’où il suit que AEGF 
est un parallélogramme. Par la même raison, toutes les au- 
tres faces latérales sont des parallélogrammes. Quant aux 
deux polygones ABCDE, FGHIK, ils ont leurs côtés égaux 
et parallèles, ils sont donc égaux. 

V. Les polygones égaux et parallèles ABCDE , FGHIK , 
s’appellent les bases du prisme ; les autres plans parallélo- 
grammes pris ensemble constituent 1a surface latérale ou 
convexe du prisme. Les droites égales AF , BK ,. CI , etc. , 
s’appellent les côtés du prisme. 

VI. La hauteur d'un prisme est la distance de ses deux 
bases, ou la perpendiculaire abaissée d’un point de la base 
supérieure sur le plan de la base inférieure. 

VIL Un prisme est droit lorsque les côtés AF, BK , etc., 
sont perpendiculaires aux plans des bases: alors chacun 
d’eux est égal à la hauteur du prisme. Dans tout autre cas 
le prisme est oblique , et la hauteur est pluspetitequele côté. 

VIII. Un prisme est triangulaire , quadrangulaire , pen- 
tagonal, hexagonal, etc., selon que la base est un triangle, 
un quadrilatère, un pentagone, un hexagone, etc. 

IX. Le prisme qui a pour base un para- 
lélogramme a toutes ses faces parallélo- 
grammiques; il s’appelle parallélipipède. 

Le parallélipipède est droit , lorsque les 
arêtes sont perpendiculaires sur la base. 
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Si, en outre, la base est un rectangle, le parallélipipède 
est rectangle ; et l’on voit que, dans ce cas, toutes les faces 
sont des rectangles. 

/j _ 7 X. Parmi les parallélipipèdes rectangles , on 

distingue le cube ou hexaèdre régulier , compris 
sous six carres égaux. 

XI. La pyramide est le solide formé en 
joignant un même point S à tous les som- 
mets d’un polygone plan ABCDE. 

Le polygone ABCDE s’appelle la base 
de la pyramide, le point S en est le som- 
met, et l’ensemble des triangles ASB, 
BSC, etc., forme la surface convexe ou la- 
térale de la pyramide. 

XII. La hauteur de la pyramide est la perpendiculaire 
abaissée du sommet sur le plan de la base, prolongé, s’il 
est nécessaire. 

XIII. La pyramide est triangulaire, quadr angulaire , etc., 
selon que la base est un triangle, un quadrilatère, etc. 

XIV. Une pyramide est régulière , lorsque la base est 
un polygone régulier , et qu’en même temps la perpendi- 
culaire abaissée du sommet sur le plan de la base passe par 
le centre de cette base : cette ligne s’appelle alors Vaxe de 
la pyramide. 

XV. La diagonale d’un polyèdre est la droite qui joint 
les sommets de deux angles solides non adjacents. 

Les polyèdres que nous considérerons sont tels que le 
plan prolongé d’une face quelconque laisse tout le solide 
d’un même côté; les surfaces de ces polyèdres sont dites 
convexes, et ces polyèdres eux-mêmes s’appellent polyè- 
dres convexes. 
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PROPOSITION PREMIÈRE. 

THÉORÈME. 


Deux prismes sont égaux lorsqu’ils ont un aigle so- 
lide compris entre trois plans égaux chacun à chacun , 
et semblablement placés. 

x k Soit la base ABCDE égalé 

f l la base abcde , le parallélo- 

/ / 1 gramme ABGF égal au paral- 
/ / / / / kilogramme abgf, et le pnrallé- 
I ; / logramme BCHG égal au pa- 

,/ £ /' -7^ rallélogramme bcbg; je dis que 
a\j ^j/ le prisme ABCI sera égal au 
*r* u 4 c prisme abci. 

Car, soit posée la base ABCDE sur son égale abcde, ces 
deux bases coïncideront : mais les trois angles plans qui 
forment l’angle solide B sont égaux aux trois angles plans 
qui forment l’angle solide b , chacun à chacun, savoir, 
ABC — abc, ABG = abg , etGBC=r "ôc,- de plus, ces angles 
sont semblablement placés ; donc les angles solides B et b 
sont égaux, et par conséquent le côté BG tombera sur son 
égal bg. On voit aussi que, à cause des parallélogrammes 
égaux ABGF et abgf, le côté GF tombera sur son égal gf, 
et semblablement GH sur gh ; donc la base supérieure 
FGHIK coïncidera entièrement avec son égale fghik , et 
les deux solides seront confondus en un seul. 


Corollaire. Deux prismes droits qui ont des bases égales 
et des hauteurs égales sont égaux. Car, avant le côté AB 
égal à ab , et la hauteur BG égale à bg, le rectangle ABGF 
sera égal au rectangle abgf; il en sera de même des rec- 
tangles BGHC, bghc; ainsi les trois plans qui forment 
l’angle solide B sont égaux aux trois qui forment l'angle 
solide b. Donc les deux prismes sont égaux. 
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PROPOSITION II. 

THÉORÈME. 

Dans tout jHimllélipipède , les plans opposés sont 
égaux et /xirallèles. 

H Suivant la définition de ce solide, les 
A bases AJBCD, EFGH, sont des parallélo- 
7/3 grammes égaux , et leurs côtés sont pa- 
\J rallèles : il reste donc à démontrer que la 
c même chose a lieu pour deux faces laté- 
rales opposées, telles que AEHD, BFGG. Or AD est égale 
et parallèle à BC, puisque la figure ABCD est un parallélo- 
gramme; par une raison semblable, AE est égale et paral- 
5. lèle à BF ; donc l’angle DAE est égal à l’angle CBF ¥ , et le 
plan DAE parallèle à CBF ; donc aussi le parallélogramme 
DAEH est égal au parallélogramme CBFG. On démontrera 
de même que les parallélogrammes opposés ABFE, DCGH, 
sont égaux et parallèles. 

Corollaire. Puisque le parallélipipède estun solide com- 
pris sous six plans dont les opposés sont égaux et paral- 
lèles, il s'ensuit qu’une face quelconque et son opposée 
peuvent être prises pour les bases du parallélipipède. 

Scolie. Etant données trois droites, AB, AE, AD, pas- 
sant par un même point A, et faisant entre elles des angles 
donnés, on peut sur ces trois droites construire un paral- 
lélipipède; il faut pour cela mener par l’extrémité de chaque 
droite un plan parallèle au plan des deux autres ; savoir, 
par le point B un plan parallèle à DAE, par le point D 
un plan parallèle à BAE, et par le point E un plan paral- 
lèle à BAD. Les rencontres mutuelles de ces plans forme- 
ront le parallélipipède demandé. 
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Dans tout parallélipipède, les diagonales se coupent 
mutuellement en deux parties égales. 

E H E n cRet , imaginons deux diagonales 

EG, AG, menées l’une et l’autre par des 
sommets opposés; puisque AE est égale 
I Ai' '■ i J et P ara Nèle a EG , la figure AEGC est un 
\/ \\ / parallélogramme; donc les diagonales EC, 
AG, se couperont mutuellement en deux 
parties égales. On démontrera de même que la diagonale 
EC et une autre I)F se couperont aussi en deux parties 
égales ; donc les quatre diagonales se couperont mutuelle- 
ment en deux parties égales, en un même point qu’on 
peut regarder comme le centre du parallélipipède. 

PROPOSITION IV. 

THÉORÈME. 

Dans tout prisme ABCI , les sections NOPQR, 
STV XY, faites par des plans parallèles , sont des poly- 
gones égaux. 

1 Car les côtés NO, ST, sont parallèles, 
H comme étant les intersections de deux plans 
parallèles par un troisième plan ABGF ; 
ces mêmes côtés NO, ST, sont compris 
entre les parallèles NS, OT, qui sont des 
côtés du prisme ; donc NO est égal à 
ST. Par une semblable Taison, les côtés 
OP, PQ, QR, etc., de la section NOPQR, 
sont égaux respectivement aux côtés TV, 
VX, XY, etc., de la section STVXY. D’ail, 
leurs les côtés égaux étant en même temps parallèles, il s’en- 
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suit que les angles NOP, OPQ , etc. , de la première sec- 
tion, sont égaux respectivement aux angles STV,TVX, etc., 
delà seconde. Donc les deux sections NOPQR, STVXY, 
sont des polygones égaux. 

Corollaire. Tonte section faite dans un prisme parallè- 
lement à sa base , est égale à cette base. 

PROPOSITION V. 

THÉORÈME. 

La plan qui passe par deux arêtes opposées FB, I )H, 
duparallé/ipipède AG, décompose ce parallé/ipipède en 
deux prismes triangulaires équivalents. 

Par les sommets B et F menez per- 
pendiculairement au côté BF, les plans 
» Bade, Fegk , qui rencontreront d'une 
3 part en a, d,c, de l'autre en e, h, g, les 
trois autres côtés AE, DH, CG, du 
même parallélipipède; les sections Bade, 
c Fehg, seront des parallélogrammes égaux. 
c Ces sections sont égales, parce qu’elles 
sont faites par des plans perpendiculaires 
*4. à une même droite, et par conséquent parallèles*; elles 
sont des parallélogrammes, parce que deux côtés oppo- 
sés d'une même section «B, (le , sont les intersections de 
deux plans parallèles ABFE, DCGH, par un même plan. 

Par une raison semblable , la figure BaeF est un paral- 
lélogramme, ainsi que les autres faces latérales BF^c, cdhg, 
*déf. 4. adke, du solide BadcFehg ; donc ce solide est un prisme * ; 
et ce prisme est droit, puisque le côté BF est perpendi- 
culaire au plan de la base. 

Cela posé, si par le plan BFHD on divise le prisme droit 
BA en deux prismes triangulaires droits aBdeFh, BdcFAg ; 
je dis que le prisme triangulaire oblique ABDEFH sera 
équivalent au prisme triangulaire droit aBdeFA. 


H 
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En effet , ces (leux prismes ayant une partie commune 
ABD/ieF, il suffira de prouver que les parties restantes, sa- 
voir, lessolides BaAD(/,FeEHA, sont équivalents entre eux. 

Or, à cause des parallélogrammes ABFE, aBFe, les côtés 
AE , ae, égaux à leur parallèle BF, sont égaux entre eux ; 
ainsi, en ôtant la partie commune Ae, il restera An = Ee. 
On prouvera de même que Dd=H/t. 

Maintenant, pour opérer la superposition des deux so- 
lides BaADt/, FeEHA, plaçons la base F eh sur son égale Barf; 
alors le pointe tombant en a , et le point h en d, les côtés 
eE, hH , tomberont sur leurs égaux «A, r/D, puisqu’ils sont 
perpendiculaires au même plan Ba«/. Donc les deux solides 
dont il s'agit coïncideront entièrement l’un avec l’autre ; 
donc le prisme oblique BADFEH est équivalent au prisme 
droit B adFeh. 

On démontrera semblablement que le prisme oblique 
BDCFHG est équivalent au prisme droit HdcFhg. Mais les 
deux prismesdroits BadFch, BdcFhg sont égaux entre eux, 
puisqu’ils ont même hauteur BF, et que leurs bases B ad, 
Bflc, sont moitiés d’un même parallélogramme *. Donc 
les deux prismes triangulaires BADFEH, BDCFHG, équi- 
valents à des prismes égaux, sont équivalents entre eux. 

Corollaire. Tout prisme triangulaire ABDHEF est la 
moitié du parallélipipède AG, construit sur le même angle 
solide A , avec l*s mêmes arêtes AB , AD, AE. 

PROPOSITION VI. 

TIIÉOBÈME. 

Si deux p ara llélijnpèdes AG, AL, ont une base com- 
mune ABCD , et que leurs bases supérieures EFG II , 
IK.LAI, soient comprises dans un meme plan et entre 
les mêmes parallèles ER, HL, ces deux parallélipipède s 
se/vnt équivalents entre eux. 
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Je dis d'abord que le prisme 
triangulaire AE1DHM est égal au 
K prisme triangulaire BFKCGL. 

En effet, AE est égal à BF comme 
côtés opposés d’un parallélogram- 
me ; Ai est égal à BK par la même 
raison ; enfin les angles EAI, FBK, 
sont égaux comme ayant les côtés parallèles; donc les 
triangles EAI, FBK sont égaux. Les parallélogrammes 
AH, BG sont égaux comme faces opposées d’un paralléli- 
pipèdes; les parallélogrammes IH, GK, sont égaux, car 
EH = FG, EI = FK, et l’angle HEI = GFK. 

Les trois faces qui aboutissent au point E sont donc 
égales aux faces qui aboutissent en F ; de plus, les angles 
solides E, F, ayant les angles plans égaux chacun à chacun 
et semblablement disposés, sont égaux; donc * aussi les 
prismes AEIDHM, BFKCGL, sont égaux. 

Mais si du solide AL on retranche le prisme AEM, il restera 
le parallélipipède AIL; et si du même solide AL on retran- 
che le prisme BFL, il restera le parallélipipède AEG; donc les 
deux parallélipipèdes AIL, AEG, sont équivalents entreeux. 

PROPOSITION VII. 

THÉORÈME. 

Deux parallélipipèdes de même base c%de meme hau- 
teur sont équivalents entre eux. 

_ Soit ABCD la base commune 

G 

A aux deux parallélipipèdes AG , 
' y P AL ; puisqu’ils ont même hau- 
teur, leurs bases supérieures 
EFGH, IKLM, seront sur le 
même plan. De plus les côtés 
EF et AB sont égaux et paral- 
lèles , il en est de même de 1K 
et AB ; donc EF est égal et pa- 
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rallèle à IK : par une raison semblable GF est égal et paral- 
lèle à LK. Soient prolongés les côtés EF, HG ainsi que LK, IM, 
jusqu’à ce que les uns et les autres forment par leurs inter- 
sections le parallélogramme NOPQ, il est clairquece paral- 
lélogramme sera égal à chacune des bases EFGH , 1KLM. 
Or, si on imagine un troisième parallélipipède qui, avec la 
même base inférieure ABCD, ait pour base supérieure 
•NOPQ, ce troisième parallélipipède serait équivalent au 
parallélipipède AG*, puisque, ayant même base inférieure, 
les bases supérieures sont comprises dans un même plan 
et entre les parallèles GQ, FN. Par la même raison, ce 
troisième parallélipipède serait équivalent au parallélipipède 
AL ; donc les deux parallélipipèdes AG, AL , qui ont même 
base et même hauteur, sont équivalents entre eux. 


PROPOSITION VIII. 

THÉORÈME. 



Tout parallélipipède peut être, changé en un parallé- 
lipipède rectangle équivalent qui aura meme hauteur et 
une base équivalente. 

Soit AG le parallé- 
lipipède proposé; des 
points A,B,C, D, me- 
nez AI, BK, CL, DM, 
perpendiculaires au 
plan de la base , vous 
formerez ainsi le pa- 
rallélipipède ALéquivalentau parallélipipède AG, et dont les 
faces latérales AK, BL, etc., seront des rectangles. Si donc la 
base ABCD est un rectangle, AL sera le parallélipipède rec- 
tangle équivalent au parallélipipède proposé AG. Mais si 
ABCD n est pas un rectangle, menez AO etBN perpendicu- 


laires surCD, ensuite OQ et NP perpendiculaires sur la base, 
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vous aurez le solide ABNOIKPQ qui sera un parallélipipède 
rectangle : en effet, par construction , la base ABNO et 
son opposée IKPQ sont des rectangles; les faces laté- 
rales en sont aussi , puisque les arêtes AI, OQ , etc., sont 
perpendiculaires au plan de la base ; donc le solide AP est 
un parallélipipède rectangle. Mais les deux parallélipipèdes 
AP, AL, peuvent être censés avoir même base ABKI et même 
hauteur AO, donc ils sont équivalents ; donc le parallélipi- 
pède AG, qu’on avait d’abord changé en un parallélipipède 
équivalent à AL, se trouve de nouveau changé en un paral- 
lélipipède rectangle équivalent à AP, qui a la même, hauteur 
AI , et dont la base ABNO est équivalente à la base ABGD. 

PROPOSITION IX. 

THÉORÈME. 

Deux parallélipipèdes rectangles AG, AL, qui ont 
la même, base ABGD, sont entre eu t comme leurs hau- 
teurs AE, AI. 

Supposons d’abord que les hauteurs AE, AI, 
„ soient entre elles comme deux nombres en- 
tiers, par exemple, comme i5 est à 8. On 
divisera AE en i5 parties égales, dont AI 
contiendra 8, et par les points de division 
jr, 7 ", z, etc., on mènera des plans parallèles 
c à la base. Ces plans partageront le solide AG 
<‘ii i5 parallélipipèdes partiels qui seront tous égaux entre 
eux, comme ayant des bases égales et des hauteurs égales; 
des bases égales, parce que toute section comme MIKL, 
faite dans un prisme parallèlement à sa base ABCD, est 
égale à cette base *; des hauteurs égales, parce que ces 
bailleurs sont les divisions mêmes Ax , xy , yz, etc. Or, 
de ces i5 parallélipipèdes égaux, huit sont contenus dans 
AL; donc le solide AG est au solide AL comme 1 5 est à 8 , 


K 


\ 

i\ 
r ! \ 

£ 

1 

\ 

mK 

K 


X 



N 


11 


Digitized by Google 


LIVltK VI. 


J 77 

ou en général comme la hauteur AE est à la hauteur AI. 

Si les hauteurs AE et AI étaient incommensurables, on 
prouverait, comme il a été dit (liv. II, pr. 18), que leur 
rapport serait toujours égal à celui des parallélipipèdes. 

Remarque. Dans un parallélipipède rectangle , si a , b , c 
sont trois arêtes contiguës , et qu’on prenne l’une d’elles 
pour la hauteur, les deux autres forment les deux dimen- 
sions de la base. 

PROPOSITION X. 

THÉORÈME. 

Deux parallélipipèdes rectangles P cl P' qui ont une 
dimension commune sont entre eux comme les produits 
de leurs autres dimensions , ou autrement deux paral- 
lélipipèdes rectangles de même hauteur sont entre eux 
comme leurs bases. 

Soient a, b , clés trois dimensions du parallélipipède 
P ; a, b ' , c' celles de P'. 

Formons un troisième parallélipipède rectangle P" dont 
les dimensions soient a , 6 , c'. 

Les parallélipipèdes Pet P' ayant deux dimensions com- 
munes a et b sont entre eux comme les hauteurs c et e' ; 
ainsi on a : 

P : P” : : c : c. 

Par la même raison on a : 

P” : P' : : b : b'. 

Multipliant par ordre , et divisant par P” les deux ter- 
mes du premier rapport , il vient: 

P : P' : : b x c : V x c . (t) 

On sait d'ailleurs que les bases B, B' des deux paralléli- 
pipèdes sont entre elles comme les produits b X c, b' X d; 
donc , aussi : 

P : P' : : B : B'. (a) 

ta’ 
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. ; ' i • . j 

PROPOSITION XI. 

THÉORÈME. 

, 

Deux parallclipipèdes rectangles P et l y sont entre 
eux comme les produits de leurs bases par leurs hau- 
teurs , ou comme les produits de leurs trois dimen- 
sions. 

Soient H la hauteur «lu parallélipipède P, a et b les deux 
dimensions de la hase B. 

Soient de même H' la hauteur du parallélipipède P', 
d et b' les deux dimensions de la hase B'. 

Soit P’’ un troisième parallélipipède ayant pour hauteur 
H, et B' pour hase. 

Les parallélépipèdes P et P" ayant même hauteur , on a 
d’après le théorème précédent : 

P : P" : : B : B'. 

Les parallélipipèdes P" et P' ayant même base, on a*: 

P ' : F : : H : H'. 

Multipliant par ordre et divisant les deux termes du 
premier rapport par P", il vient : 

P : F : : B X H : B' x H' ( 1 ). 

On sait d’ailleurs que les bases B et B' sont entre elles 
comme les produits a X b , d X b'. 

On a donc, BxH : B’xH' : : axixH : Xa'x i'xH'; 
d’où l’on conclut, à cause du rapport commun, 

1> : F : : aXixH : a'xi'x H'. (a) 

MESURE DU PARALLÉr.IPirÈDE RECTANGLE. 


Mesurer un parallélipipède rectangle P, c’est trouver son 
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rapport à un certain parallélipipècle rectangle P' pris pour 
unité. 

Or la proportion (a) montre que, pour obtenir ce rap- 
port, il faut évaluer a 1 b, H, a', b', H' avec une même 
unité linéaire, et diviser le produit des trois premiers 
«ombres parle produit des- trois autres^ 

Le calcul se simplifie beaucoup en prenant pour unité 
de volume P', le culte dont le côté est l’unité linéaire-; car 
alors* les nombres qui représentent a , b' , IL' se réduisent 
à l’imité, et La proportion (a) devient : 

P : P' axbx. H': r; 

d’où Ton voit que la mesure du parallélipipède rectangle 
est égale au produit de ses trois, dimensions. 

Remarquons que le produit axb indique combien de 
fois la base B du parallélipipède P contient le carré fait 
sur l’unité linéaire. 

La mesure du parallélipipède rectangle est donc aussi 
égale au produit de sa base par sa hauteur (en prenant pour 
unité de surface le carré fait sur l’unité de longueur, et 
pour unité de volume le cube construit sur cette même 
unité). 

Applications. — i° Soient a = 2 ni , 5 1 , i= 3 ra , 2 0 , 
H = 2"’, 45 ; la mesure du parallélipipède sera 

2 , 5 l X 3,25 X 3,45 ou 19,983875. 

Le volume du parallélipipède contiendra donc 19 mètres 
cubes, plus 985875 millionièmes d'e mètre cube ou 
bien 19 mètres cubes, 983 décimètres cubes, 875 centim. 
cubes. Car le décimètre cube est la millième partie du 
mètre cube, et le centimètre cube en est la millionième 
partie. 

nu-tre* carnés. mètr. 

2 0 Soit B = a 5 , 5 i, et H=i 2 , 5 ; la mesure du parallé- 
lipipède sera 23, 5 i X 12, 5 , ou 318,875; le volume du 

inrlrcs cubes. 

parallélipipède rectangle sera donc 318,875. 

12. 
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PROPOSITION XII. 

THÉORÈMK. 

La mesure iT un parallélipipède , et en général la 
mesure d’un prisme quelconque , est égale au produit de 
sa base par sa hauteur. 

Car i° un parallélipipède quelconque est équivalent à un 
parallélipipède rectangle de même hauteur et de base équi- 
ns. valente*. Or la mesure ‘de celui-ci est égale è sa base 
multipliée par sa hauteur; donc la mesure du premier est 
pareillement égale au produit de sa base par sa hauteur. 

a ° Tout prisme triangulaire est la moitié du parallélipi- 
pède construit de manière qu’il ait la même hauteur et 
*5 une base double*. Or la mesure de celui-ci est égale à sa 
base multipliée par sa hauteur; donc celle du prisme trian- 
gulaire est égale au produit de sa base, moitié de celle du 
parallélipipède, multipliée par sa hauteur. 

3° Un prisme quelconque peut être partagé en autant de 
prismes triangulaires de même hauteur qu’on peut former 
de triangles dans le polygone qui lui sert de base. Mais la 
mesure de chaque prisme triangulaire est égale à sa base 
multipliée par sa hauteur; et puisque la hauteur est la 
même pour tous , il s’ensuit que la somme de tous les 
prismes partiels sera égale à la somme de tous les triangles 
qui leur servent de bases, multipliée par la hauteur com- 
mune. Donc la mesure d’un prisme polygonal quelconque 
est égale au produit de sa base par sa hauteur. 

Corollaire. Si on compare deux prismes qui ont même 
hauteur, les produits des bases par les hauteurs seront 
comme les bases ; donc deux prismes de même hauteur sont 
entre eux comme leurs bases; par une raison semblable, 
deux prismes de même base sont entre eux comme leurs 
hauteurs. 
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PROPOSITION XIII. 

THÉORÈME. 


Si une pyramide SABCDE est coupée par un plan 
abd parallèle à sa base, 

i° tes côtés SA, SB, SC,.... et la hauteur SO, 
seront divisés proportionnellement en a, b, c,.... 
et o ; » 



2" La section abcde sera un polygone semblable à 
la base ABCDE. 

Car i° les plans ABC, abc , étant paral- 
lèles, leurs intersections AB, ab, par un 
troisième plan SAB , seront parallèles *}*«», 5 - 
donc les triangles SAB, S ab, sont sembla- 
bles, et on a la proportion SA: S a :: SB:SA; 

J^on aurait de même SB : SA : : SC : Sc, et 
ainsi de suite. Donc tous les côtés SA, 

SB, SC, etc., sont coupés proportionnel- 
lement en a, b,c, etc. La hauteur SO est coupée dans la 
même proportion au point o; car ,BO et bo sont parallè- 
les, et ainsi on a SO : So : : SB : S b. 

a 0 Puisque ab est parallèle à AB, bc à BC, cd à CD, etc., 
l'angle abc = ABC, l’angle bcd =. BCD, et ainsi de suite. De 
plus, à cause des triangles semblables SAB, S ab, on a AB : 
ab : :SB:SA,* et à cause des triangles semblables SBC, 

S bc, on a SB : SA : :BC : bc ; donc AB : ab : : BC : bc ; on 
aurait de même BC : bc : : CD : cd, et ainsi de suite. Donc 
les polygones ABCDE, abcde, ont les angles égaux chacun 
à chacun et les côtés homologues proportionnels} donc ils 
sont semblables. 
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t Corollaire. Soient 

J ,']\ SABCDE, TXYZ, 

f\) j\ / \ deux pyramides qui 

/ jÆ \ / \. ont même hauteur, et 

^ ont; l es t» ases sont si~ 

/ /tj c \ / \ tuées dans un même 

A< \ / ^1 / D x \ j "7 Z plan : si on coupe 

7 \ I ces pyramides par un 

c même plan parallèle au 

plan des hases, et qu’il en résulte les sections abcde, xyz , 
je dis que les sections abcde, xyz, seront entre elles comme 
les bases ABCDE, XYZ. 

Car les polygones ABCDE, abcde , étant semblables, 


A< c / ! U x 


on a 

ABCDE : abcde : : AB : ab ; 

mais 

AB : ai : : SB : Si : : SO : So , 

donc 

ABCDE : abcde : : SÔ : So ; 


. oh aurait de même XYZ : xyz : : SA : Sa ; 
d’où l’on conclut ABCDE : abcde : : XYZ : xyz. Donc, si les 
bases sont équivalentes, les sections faites à égale hauteur 
sont aussi équivalentes. 

PROPOSITION XIV. 


THEOREME. 


Deux pyramides triangulaires gui ont des bases 
équivalentes et des hauteurs égales , sont équivalentes. 



Soient S ABC ,sabc 
les deux pyramides 
dont les bases ABC, 
abc, que nous sup- 
posons placées sur un 
même plan, sont équi- 
valentes et qui ont 
même hauteur TA; si 
ces pyramides ne sont 
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pas équivalentes, soit sabc la plus petite, et soit Ax la 
hauteur d’un prisme qui, étant construit snr la base ABC,’ 
serait égal à leur différence. • ’ . I 

Divisez la hauteur commune AT en parties égales plus 
petites que Ax , et soit k une de ces parties; par les points 
de division de la hauteur, faites passer des plans parallèles 
au plan des bases ; les sections faites par chacun de ces 
plans dans les deux pyramides , seront équivalentes *, telles *1 3, 
que DEF et def , GHI et gbi, etc. Cela posé, sur les trian- c “ r ‘ 
gles ABC, DEF, GHI, etc., pris pour bases, construisez 
des prismes extérieurs qui aient pour arêtes les parties 
AD, DG, GK, etc., du côté SA; de même sur les triangles 
def, ghi , klm , etc., pris pour bases, construisez dans la se- 
conde pyramide des prismes intérieurs qui aient pour 
arêtes les parties correspondantes du côté sa; tous ces 
prismes partiels auront pour hauteur commune k. 

La somme des prismes extérieurs de la pyramide SABC 
est plus grande que cette pyramide; la somme des prismes 
intérieurs de la pyramide sabe est plus petite que cette py- 
ramide; donc par ces deux raisons la différence entre les 
deux sommes de prismes devra être plus grande que la 
différence entre les deux pyramides. 

Or à partir des bases ABC, abc, le second prisme exté- 
rieur DEFG est équivalent au premier prisme intérieur 
defa, puisque leurs bases DEF, def -, sont équivalentes et 
qu’ils ont une même hauteur k ; sont équivalents par ht 
même raison, le troisième prisme extérieur GHIK et le se- 
cond intérieur ghid, le quatrième extérieur et le troisième 
intérieur; ainsi de suite jusqu’au dernier des uns et des 
autres. Donc tous les prismes extérieurs de la pyramide 
SABC, à l'exception du premier ABCD , ont leurs équiva- 
lents dans les prisme* intérieurs de la pyramide sabc. Donc! 
le prisme ABCD est la différence entre la somme des pris- 
mes extérieurs de la pyramide SABC et la somme des 
prismes intérieurs de la pyramide sabc ; mais la différence 
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de ces deux sommes est plus grande que la différence des 
deux pyramides ; donc il faudrait que le prisme ABCD fût 
plus grand que le prisme ABCX ; or, au contraire, il est plus 
petit, puisqu’ils ont une même base ABC, et que la hau- 
teur k du premier est moindre que la hauteur Ax du se- 
cond. Donc l’hypothèse d’où l’on est parti ne saurait avoir 
lieu ; donc les deux pyramides SABC, saie, de bases équi- 
valentes et de hauteurs égales, sont équivalentes. 



PROPOSITION XV. 

THÉOBÈME. 

Toute pyramide triangulaire est le tiers du prisme 
triangulaire de même base et de même hauteur. 

Soit SABC une pyramide triangulaire, 
ABCDES un prisme triangulaire de même 
base et de même hauteur; je dis que la py- 
ramide est le tiers du prisme. 

Retranchez du prisme la pyramide SABC, 
il restera le solide SACDE, qu’on peut 
considérer comme une pyramide quadran- 
gulaire dont le sommet est S, et qui a pour 
base le parallélogramme ACDE; tirez la diagonale CE, et 
conduisez le plan SCE qui partagera la pyramide quadran- 
gulaire en deux pyramides triangulaires SACE, SDCE. 
Ces deux pyramides ont pour hauteur commune la per- 
pendiculaire abaissée du sommet S sur le plan ACDE; 
elles ont des bases égales, puisque les triangles ACE, DCE, 
sont les deux moitiés du même parallélogramme; donc les 
deux pyramides SACE, SDCE, sont équivalentes entre 
elles ; mais la pyramide SDCE et la pyramide SABC ont des 
bases égales ABC , DES ; elles ont aussi même hauteur, 
car cette hauteur est la distance des plans parallèles ABC, 
DES. Donc les deux pyramides SABC , SDCE, sont équiva. 
lentes ; mais on a démontré que la pyramide SDCE est 
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équivalente à la pyramide SACE; donc les trois pyramides 
SABC, SDCE, SACE, qui composent le prisme ABDsont 
équivalentes entre elles. Donc la pyramide SABC est le tiers 
du prisme ABD, qui a même base et même hauteur. 

Corollaire. La mesure d’une pyramide triangulaire est 
égale au tiers du produit de sa base par sa hauteur. 

PROPOSITION XVL 

THÉORÈME. 

Toute pyramide SABCDE a pour mesure le tiers 
du produit de sa base ABCDE par sa hauteur SO. 

Car, en faisant passer les plans SEB, SEC, 
par les diagonales EB, EC, on divisera la 
pyramide polygonale SABCDE en plusieurs 
pyramides triangulaires qui auront toutes 
la même hauteur SO. Mais, parle théorème 
précédent , chacune de ces pyramides se 
mesure en multipliant chacune des bases 
ABE, BCE, CDE, par le tiers de sa hau- 
télir SO; donc la somme des pyramides triangulaires, ou 
la pyramide polygonale SABCDE, aura pour mesure la 
somme des triangles ABE, BCE, CDE, ou le polygone 
ABCDE, multiplié par \ SO ; donc toute pyramide a pour 
mesure le tiers du produit de sa base par sa hauteur. 

Corollaire I. Toute pyramide est le tiers du prisme de 
même base et de même hauteur. 

Corollaire II. Deux pyramides de même hauteur sont 
entre elles comme leurs bases, et deux pyramides de meme 
base sont entre elles comme leurs hauteurs. 

Scolie. On peut évaluer le volume de tout corps po- 
lyèdre en le décomposant en pyramides , et cette décom- 
position peut se faire de plusieurs manières : une des plus 
simples est de faire passer les plans de division par le 
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sommet; d un même angle solide: alors on aura autant de 
pyramides partielles qu'il y a de faces dans le polyèdre, 
excepté celles qui forment l’angle solide d'où partent les 
plans de division. 

Ces pyramides elles-mêmes pourront être décomposées 
en tétraèdres , en divisant leurs bases en triangles. 

PROPOSITION XVII. 

THÉORÈME. 

Si une pyramide est coupée par un plan parallèle 
à sa base, le tronc qui reste en ôüuit la petite pyra- 
mide , est égal à la somme de trois pyramides qui au- 
raient pour hauteur commune la hauteur du tronc , 
et lient les bases seraient la base inférieure du tronc , 
sa base supérieure , et une moyenne proportionnelle 

Soit ABCDE une pyramide 
coupée par le plan abd paral- 
lèle à la base ; soit TFGH une 
pyramide triangulaire dont la 
base et la hauteur soient égales 
ou équivalentes à celles de la 
•pyramide SABCDE. On peut 
supposer les deux bases situées 
sur un même plan; et alors le plan abd, prolongé, dé- 
terminera dans la pyramide triangulaire une section fgk, 
située à la même hauteur au-dessus du plan commun 
des bases : d'où il résulte que la section fgh est à la sec- 
’ i3. tion abd comme la base FGH est à la base ABD*; et puis- 
que les bases sont équivalentes, les sections le seront 
aussi. Les pyramides S abede , r l 'Jgh, sont donc équiva- 
lentes, puisqu'elles ont même hauteur et des 'bases équi- 
valentes. Les pyramides entières SABCDE, TFGH, sont 


entre ces deux baies. 

T 
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équivalentes par la même raison ; donc les troncs ABD dab, 
FGH hfg, sont équivalents, et par conséquent il suffira de 
démontrer ia proposition énoncée, pour le seul cas dn 
tronc de pyramide triangulaire. 

Soit FGH hfg un tronc de pyramide 
triangulaire à bases parallèles ; par les 
trois points F, g , H, conduisez le plan 
Fjgdi, qui retranchera du tronc la py- 
ramide triangulaire gFGII. Cette pyra- 
mide a pour base la base inférieure FGH 
du tronc; elle a aussi pour hauteur la 
hauteur du tronc, puisque le sommet g 
est dans le plan de la base supérieure/gA. 

Après avoir retranché cette pyramide , il restera la py- 
ramide quadranguluire jj/AHF, dont le sommet est g et la 
baseyAHF. Par les trois points f g , H, conduisez le plan 
fgYl, qui partagera la pyramide quadranguluire en deux 
triangulaires ^Fy’H, gfh H. Cette dernière a pour base la 
base supérieure gjh du tronc, et pour hauteur la hauteur 
du tronc, puisque son sommet Ii appartient à la base in- 
férieure : ainsi nous avons déjà deux des trois pyramides 
qui doivent composer le. tronc. 

. Il reste à considérer la troisième g¥f H : or, si on mène 
gK parallèle à /F, et qu’on imagine une nouvelle pyramide 
/FHK, dont le sommet est K, et la base F/H, ces deux 
pyramides auront même base F /H ; elles auront aussi 
même hauteur, puisque les sommets g et K sont situés 
sur taie ligne gK parallèle à F/, et par conséquent 
parallèle au plan -de lu base; donc ces pyramides sont équi- 
valentes. Mais la pyramide yFKII peut être considérée 
comme ayant son sommet en y, et ainsi elle aura même 
hauteur que le tronc; quanta sa base FKH, je dis qu'elle 
est moyenne proportionnelle entre les bases FGH,/^ r À. En 
effet, les triangles FHK, fgh-, ont un angle égal F —f, et 
un côté égal FK =fg\ on a donc FHK : fgh : FH : fk. 
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On a aussi FHG : FHK : : FG : FK ou fg. Mais les trian- 
gles semblables FGH,y$A , donnent FG '-Jg'-: FH : fh ; 
donc FGH : FHK : : FHK : fgh\ et ainsi la base FHK est 
moyenne proportionnelle entre les deux bases FGH,_/^A. 
Donc, un tronc de pyramide triangulaire, à bases paral- 
lèles , équivaut à trois pyramides qui ont pour hauteur 
commune la hauteur du tronc , et dont les bases sont la 
base inférieure du tronc , sa base supérieure , et une 
moyenne proportionnelle entre ces deux bases. 


PROPOSITION XVIII. 


THEOREME. 


Si on coupe un prisme triangula re dont ABC est la 
base, par un plan DES incliné à cette base, le solide 
ABCDES, qui résulte de cette section, sera égal à la 
somme des trois pyramides dont les sommets sont 
D, E, S, et la base commune ABC. 

Par les trois points S , A , C, faites 
passer le plan SAC, qui retranchera du 
prisme tronqué ABCDES la pyramide 
triangulaire SABC: cettepyramide a pour 
base ABC et pour sommet le point S. 
Après avoir retranché cette pyramide, 
/ c il restera la pyramide quadrangulaire 
SACDE, dont S est le sommet, et ACDE 
• a la base. Par les trois points S, E, C, me- 
nez encore un plan SEC, qui divisera la pyramide quadran- 
gulaire en deux pyramides triangulaires SAGE, SCÜE. 

La pyramide S AEC , qui a pour base le triangle AEC 
et pour sommet le pointS, est équivalente à une pyramide 
EABC, qui aurait pour base AEC et pour sommet le point B. 
Car ces deux pyramides ont même base; elles ont aussi 
même hauteur, puisque la ligne BS, étant parallèle à cha- 
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cune des lignes AE, CD, est parallèle à leur plan ACE; 
donc la pyramide SAEC est équivalente à la pyramide 
EABC , laquelle peut être considérée comme ayant pour 
base ABC et pour sommet le point E. 

La troisième pyramide SCDE peut être changée d’abord 
en ASCD; car ces deux pyramides ont la même base SCD; 
elles ont aussi la même hauteur, puisque AE est parallèle 
au plan SCD ; donc la pyramide SCDE est équivalente à 
ASCD. Ensuite la pyramide ASCD peut être changée en 
ABCD, car ces deux pyramides ont la base commune ACD; 
elles ont aussi la même hauteur, puisque leurs sommets S 
et B sont situés sur une parallèle au plan de la base. Donc 
la pyramide SCDE, équivalente à ASCD, est aussi équi- 
valente à ABCD; or, celle-ci peut être regardée comme 
ayant pour base ABC, et pour sommet le point D. 

Donc enfin le prisme tronqué ABCDES est égal à la 
somme de trois pyramides qui ont pour base commune 
ABC, et dont les sommets sont respectivement les points 
D, E, S. 

Corollaire. Si les arêtes AE, BS, CD, sont perpendicu- 
laires au plan de la base, elles seront en même temps les 
hauteurs des trois pyramides qui composent le prisme 
tronqué; de sorte que la mesure du prisme tronqué sera 
exprimée par | ABC X AE -4- | ABC x BS-f- 5 ABC X CD, 
quantité qui se réduit à 5 ABC X (AE-f-BS+CD). 

DE LA SYMÉTRIE. 

Deux points sont symétriques par rapport à un plan 
lorsque ce plan est perpendiculaire sur le milieu de la 
droite qui joint ces deux points. — Ce plan est appelé plan 
de symétrie. 

Deux figures sont symétriques par rapport à un plan , 
lorsque chaque point de l’une d’elles a son symétrique sur 
l’autre figure. 
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PROPOSITION XIX. 


THEOREME. 


fine ligne droite AB a pour ligne symétrique une 

autie ligne droite. 

b „ 


M 




Prenons sur la droite donnée deux 
points A et 13, et déterminons leurs 
7 symétriques A' et 13' en abaissant des 
points A et B des perpendiculaires 
sur MN, et prolongeant ces perpen- 
diculaires de longueurs égales à 
elles-mêmes; tirons A'B' et CD. 

Pour démontrer que tout point O de la droite AB a son 
symétrique sur A'B', abaissons 01 perpendiculaire sur MN, 
et prolongeons cette ligne jusqu’à sa rencontre avec A'B”. 

Si nous faisons tourner le quadrilatère ACBD autour 
de CD pour l’appliquer sur le plan CA'B'D, les angles 
ACD, A'CD étant droits, CA prendra la direction CA.';. et 
comme CA = CA', le point A' tombera en A. Par la même- 
raison BD s’appliquera sur DI3'; de sorte que AB coïncidera 
avec A'B'. De plus, à cause des angles droits OIC, O'IC, OI 
prendra la direction 10 ', et le point O, devant tombera la 
fois sur A'B' et sur 10', tombera en O'. On aura donc OI = 
10 '; donc enfin O' est symétrique du point O. 

Corollaire. La même démonstration prouve que la ligne 
AB qui réunit deux points A et B, est égale à la droite A'B' 
qui joint leurs symétriques. 


PROPOSITION XX. 

THÉORÈME. 

Lunule de deux droites AB, AC, est. égal à l'angle 

O 7 O O 

formé par leurs symétriques A'B , A' C . 
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Remarquons d : al>ord que le point 
de concours A des deux droites AB, 


puisque le symétrique du point A 
doit se trouver à la fois sur A'B' et 
sur A'C'. 

Cela posé, prenons sur AB et AC 
deux points b et C ; soient B et C' leurs symétriques; et 
menons BC, B'C'. 

Les triangles ABC, A BC , sont équilatéraux entre eux*- 
donc l’angle BAC=B'A'C'. 





fi 

m/ 

1 * 

\ c\ 

\A 




cor. 


PROPOSITION XXL 

THÉORÈME. 

Un plan a pour surface symétrique un autre plan, et 
ces deux plans forment des angles égaux avec le plan 
de symétrie. 

Soit AB l’intersection du plan 
MAB avec le plan de symétrie ABC, 
et conduisez par AB un plan ABM' 
qui forme avec le plan de symétrie 
le même angle que le plan MAB* 
Il s agit de démontrer que tout 
point P du plan ABM a son symé- 
trique sur ABM'. 

Pour cela , abaissez Pp perpendiculaire sur ABC , et pro- 
longez celte ligne jusqu’à sa rencontre P' avec le plan ABM'- 
puis, menez p I perpendiculaire sur AB,. et joignez PI, PL 
Les deux droites PI, P'I sont perpendiculaires sur AB 
et les angles P Ip, P'ip sont égaux comme mesurant les diè- 
dres égaux MABC, M'ABC. Les triangles rectangles Pin , 
Ylp, sont donc égaux comme ayant le coté lp commun, 
et un angle aigu égal ; donc Ppz=9p ; donc P' est le symé- 
trique de P. 
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Remarque. Si le plan dont il s'agit était parallèle au plan 
de symétrie ABC, il est évident qu’il aurait pour symétrique 
un autre plan parallèle à ABC, et à la même distance de ce 
plan. 

PROPOSITION XXII. 

THÉORÈME. 



M 


L’angle dièdre formé par deux plans ABC, ABD , 
est égal à F angle formé par leurs symétriques A'B'C', 
A'B'D'. 

Remarquons d’ahord que la droite 
AB, intersection des deux plans ABC, 
ABD, a pour symétrique A'B', in- 
tersection des plans A'B'C', A'B'D'. 

Cela posé , au point B formons 
l’angle plan CBD qui mesure l’angle 
dièdre AB. 

Formons de même au point B', 
symétrique 1 de B, l’angle plan C'B'D' 
qui mesure l’angle dièdre A'B'. 

La droite BD, située dans le plan ABD, aura pour symé- 
trique une droite passant par le point B' et située dans le 
plan A'B'D'. De plus, comme BD est perpendiculaire sur 
AB, la droite symétrique de BD sera perpendiculaire sur 
A'B'*; ce sera donc B'D'. On verra de même queBC' est 
symétrique de BC ; donc l’angle CBD=C'B'D' *. 



PROPOSITION XXIII. 


THEOREME. 


Deux polyèilres symétriques par rapport à un plan 
ont t° leurs faces égales chacune à chacune; a° leurs 
' Lir. 5. angles solides homologues, symétriques *. 
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i° Soient A, B, C, D, les som- 
mets d'une face de l’un des polyè- 
dres ; on sait déjà que leurs symé- 
triques A', B 7 , C', D', sont dans un 
même plan*. De plus, les polygo- 
nes ABCD, A'B'CD' sont égaux, 
car ils ont les angles égaux et les 
côtés égaux chacun à chacun *. 

a° Deux angles solides homo- 
logues B et B' ont leurs faces 


*19 et 

IO. 


égales’; en outre, leurs angles dièdres sont égaux chacun *«*. 
à chacun * ; enfin , si l'on fait coïncider la face A'B'E' sur son •«. 
égale ABE, de manière que les autres arêtes des deux an- 
gles solides tombent d’un même côté de la face commune, 
on reconnaît que les autres angles plans des deux angles 
solides sont disposés dans un ordre inverse; donc l’angle 
solide B' est le symétrique de B. 

Corollaire I. On conclut delà qu’un polyèdre P n’a qu’un 
seul symétrique. Car soient P* et P" deux polyèdres symé- 
triques de P construits’par rapport à des plans de symétrie 
différents. Les faces de ces polyèdres sont égales entre elles 
comme étant respectivement égales aux faces du polyèdre P. 

De plus , leurs angles solides, étant symétriques des angles 
solides de P, seront égaux entre eux ; donc les polyèdres P' 
et P" seront superposables. 

Corollaire II. Si l’on décompose un polyèdre P en py- 
ramides triangulaires qui aient toutes pour sommet com- 
mun un des sommets du' polyèdre; à chacune de ces pyra- 
mides correspondra, dans le polyèdre symétrique P', une 
pyramide symétrique. 

On voit donc que deux polyèdres symétriques sont dé- 
composahles en un même nombre de tétraèdres symétri- 
ques chacun à chacun. 

Scolie. Deux polyèdres qui ont leurs faces égales cha- 
cune à chacune, et leurs angles solides symétriques, sont 

i3 
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toujours dits symétriques, quelle que soit la position qu'ils 
aient l’un par rapport à l’autre ; mais il y a lieu de remar- 
quer que la symétrie n’existe plus que quant à la forme 
des solides. 

îï. B. Les angles solide* homologues sont ceux dont les .sommets sont symé- 
triques. 


PROPOSITION XXIV. 

THÉORÈME. 


Deux polyèdres symétriques sont équivalents. 

En effet, deux polyèdres symétriques 
pouvant se décomposer en un même 
nombre de tétraèdres symétriques, il 
suffit de prouver que deux tétraèdres 
symétriques sont équivalents. 

Soit donc SABC un tétraèdre, et cons- 
truisons son symétrique en prenant pour 
plan de symétrie l'une des faces ABC*; 
les deux tétraèdres SABC, S'ABC sont 
équivalents, car ils- ont même base ABC, et les hauteurs 
SO, S'O, sont égales. 


_\ a' Deux points A et A' sont synié- 

f> triques par rapport à un troisième 

O, appelé centre de symétrie, lorsque la droite qui joint 
ces deux points est divisée par le point O en deux parties 
égales. 

Deux figures sont symétriques par rapport à un point O, 
lorsque chaque point de l’une a son symétrique sur l’autre. 

On peut établir pour la symétrie par rapport à un point, 
des théorèmes semblables à ceux qui viennent d’être ex- 
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posés ; nous laissons au lecteur le soin d'en chercher les 
démonstrations. 


DE LA SIMILITUDE. 

Nous appellerons polyèdres semblables, ceux qui sont 
compris sous un même nombre de faces semblables chacune 
à chacune, et dont les angles solides homologues sont 
égaux. (On entend par angles solides homologues ceux 
qui sont formés par les faces semblables.) 

Les droites homologues de deux polyèdres semblables 
sont celles qui joignent les sommets homologues. 

PROPOSITION XXV. 

THÉORÈME. 


V 

A\ 

/l\ 


J ?\T 

/ sr 


V 


Si Von divise dans un même rapport aux points f, g, h 
les arêtes TF, TG, TH du tétraèdre TFGH, et tpi on 
joigne fg, fli, gh, le tétraèdre Tfgb ainsi formé est 
semblable au premier. 

En effet, les triangles 'Vf g, TFG, sont 
semblables, comme ayant un angle égal 
compris entre côtés proportionnels; par 
la même raison Vgh est semblable à TGH, 
et T/7 ï à TFH. De plus, les droites fg , 
jt gh étant parallèles à FG, GH, le p lan 
fgh est parallèle au plan FGH, et le 
triangle fgh est semblable à FGH*. 

Enfin deux angles solides homologues quelconques G, g, 
sont égaux; car, à cause de la similitude des faces, ils ont 
leurs angles plans égatix chacun à chacun, et l’on voit en 
outre que ces angles plans sont semblablement placés. Donc 
les tétraèdres ont leurs faces semblables et les angles solides 
homologues égaux, donc ils sont semblables. 


P <r 


\ 

c-'*’ 


» i3. 
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Scolie. On peut remarquer que deux tétraèdres sembla- 
bles ont toutes leurs arêtes homologues proportionnelles. 

Réciproquement deux tétraèdres qui ont leurs arêtes pro- 
portionnelles et semblablement plàcées, sont semblables; 
car de la proportionnalité des côtés on conclut immédiate- 
ment la similitude des faces; et les faces étant semblables 
et semblablement disposées, les angles solides homologues 
sont égaux, comme ayant leurs angles plans égaux chacun 
à chacun et semblablement placés. 

PROPOSITION XXVI. 

THÉORÈME. 


Deux tétraèdres SABC, TDEF, qui ont un angle diè- 
dre égal compris entre deux faces semblables et sem- 
blablement placées, sont semblables. 

Supposons l’angle dièdre SB 
égal à l’angle dièdreTE; le triangle 
SAB semblable à TDE, et SBC 
semblable à TEF. 

> P Les angles solides S et T sont 
égaux, comme ayant un angle diè- 
dre égal compris entre deux faces 
égales et semblablement placées. Donc l’angle ASC est égal 
à DTF. De plus, à cause de la similitude des triangles ASB 
et DTE, SBC et TEF, on a 

SB: TE; : AS:DT 
SB: TE: :SC:TF ; 



et 

d’où 


AS : DT : : SC : TF. 


Les triangles ASC, DTF sont donc semblables comme 
ayant un angle égal compris entre côtés proportionnels. 

On verrait de la même manière que les angles solides B 
et E sont égaux, et que ABC est semblable à DEF. Enfin 
les angles solides A et C sont respectivement égaux aux 


iA 
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angles D et F, comme ayant les angles plans égaux chacun 
à chacun et semblablement placés; donc les tétraèdres 
sont semblables. 


PROPOSITION XXVII. 

THÉORÈME. 

t 

Deux polyèdres semblables peuvent dire décompo- 
sés en un même nombre de tétraèdres semblables , et 
semblablement placés. 

Décomposons en trian- 
^ çj gles les faces du polyèdre 
SEFGDABC, non adjacen- 
l tes au sommet S ; ces trian- 
gles seront les bases de té- 
* traèdres qui auront pour 
sommet commun le point S, et dont la somme composera 
e premier polyèdre. 

Décomposons aussi en triangles et de la même manière 
les faces du polyèdre sefgdabc, non adjacentes au sommet 
s homologue de S, et joignons le point s aux sommets de 
ces triangles ; ce second polyèdre sera décomposé en té- 
traèdres, et il s'agit de montrer que ces tétraèdres sont 
respectivement semblables à ceux qui forment le premier 
polyèdre. 

Si nous comparons les tétraèdres SDCA, sdca, nous 
voyons que les triangles SD A, CDA , sont respectivement 
semblables aux triangles sda, eda, à cause de la similitude 
des faces EDAS.erfns, d’une part, et des faces CDAB, edab, 
de l’autre; déplus, l’angle dièdre DA estégal à l'angle dièdre 
da , puisque les faces des deux polyèdres sont également 
inclinées ; donc les deux tétraèdres SDCA, sdca, sont sem- 
blables comme ayant un angle dièdre égal compris sous 
deux faces semblables et semblablement disposées. 

Si nous passons aux tétraèdres SDCF, sdef nous voyons 
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que les triangles SDC,.«/c, sont semblables comme faces 
homologues de tétraèdres semblables ; de même FDC est 
semblable à fdc , à cause de la similitude des polygones 
FEDC, fedc. D’ailleurs les dièdres FDCA, fdca, sont égaux 
par hypothèse, et les dièdres SDCA , sdca , sont égaux , à 
cause de la similitude des tétraèdres SDCA, sdca; donc 
les angles dièdres FDCS, /des, sont égaux comme diffé- 
ï 6. rences d’angles dièdres égaux ; donc enfin ”, les tétraèdres 
SDCF , sdcf , sont semblables, et ainsi de suite 

Remarque I. Il faut remarquer que la décomposition 
précédente peut s’effectuer en partant de deux sommets 
homologues quelconques. 

Remarque II. On conclut encore du théorème qui yietit 
d'être démontré , que, dans deux polyèdres semblables, 
deux droites A, a , qui joignent des sommets homologues, 
sont proportionnelles à deux arêtes homologues, B, b , des 
deux polyèdres. 

En effet, les droites A, a, seront les arêtes homologues 
de deux tétraèdres semblables faisant partie des deux po- 
lyèdres; et ces tétraèdres renfermeront nécessairement 
deux arêtes homologues C, c, des deux polyèdres; on aura 
doue 

A : a : • C : c. 

D’ailleurs, dans les polyèdres semblables, les arêtes 
homologues sont proportionnelles à cause de la similitude 
des faces. 

On a donc aussi 

C: c :: B : b; 

donc enfin, A : a : : B : b, 

PROPOSITION XXVIII. 

THÉORÈME. 

Deux polyèdres composés (l un meme nombre de té- 
traèdres semblables et semblablement disposés , ont les 
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J aces semblables chacune a chacune , et les angles 
solutés homologues égaux , et par conséquent sont 
semblables . 



Soient SABC, SADC, 
~y\9 SCDF,.... les pyramides 
o;\ ' g ' qui composent le premier 
\'J^\ i y k polyèdre; sabc, sade, scdj\ 
y— — ~x a les pyramides qui forment 
le second. 


i° Les triangles DCA, CAB, qui forment une face du 
premier polyèdre, sont respectivement semblables aux 
triangles dca , cab, situés à la surface du second polyèdre, 
à cause de la similitude des tétraèdres. De plus, les trian- 
gles DCA, CAB , étant dans un même plan , je dis qu’il en 
est de même des triangles dca, cab. 

En effet, à cause de la similitude des .tétraèdres SCAD 
et scad , SABC et sabc , les angles dièdres SCAD, SCAB, sont 
respectivement égaux aux angles dièdres scad, seab ; or, la 
somme des deux premiers est égale à deux droits; donc la 
somme des deux derniers vaut deux droits; donc enfin, les 
polygones DCBA,dc6a, sont semblables, comme étant com- 
posés d’un même nombre de triangles semblables et sem- 
blablement disposés; et il en est de même des autres faces 
prises deux à deux. 

a° On voit encore que l’angle dièdre SA , somme des 
dièdres CSAD, CSAB, est égal à l’angle dièdre sa, somme 
des angles dièdres csad, csab , respectivement égaux aux 
premiers ; et qu’en général deux angles dièdres homologues 
des deux polyèdres sont égaux comme étant les sommes 
d’angles dièdres homologues de tétraèdres semblables. 

Il en résulte que deux angles solides homologues A et a 
sont égaux, car ils ont leurs faces égales chacune à cha- 
cune , semblablement disposées et également inclinées. 

Scô/ie. La démonstration qui vient d’être exposée justifie 
la définition qui a été donnée des polyèdres semblables; 
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car on peut toujours former des polyèdres composés d'un 
meme nombre de tétraèdres semblables et semblablement , 
placés. 

& En effet, décomposons le polyèdre 
SABDEFGen pyramides triangulaires, 
qui aient toutes leur sommet en S; et 
soient SBDG, SADB, SDAE,.... les té- 
traèdres dont la somme compose le 
c polyèdre. 

Si nous divisons dans le même rap- 
port toutes les arêtes partant du point 
S, aux points a , b, c, d,.... les tétraè- 
*s5. dres Sbdc,Sadb..., seront respectivement semblables* aux 
tétraèdres SBDC, SADB...., et seront semblablement dis- 
posés; leur somme composera donc un second polyèdre, qui, 
d’après le théorème précédent, sera semblable au premier. 

Ce second polyèdre pourra ensuite être placé dans une 
position quelconque par rapport au premier. 

PROPOSITION XXIX. 

THÉORÈME. 



Deux tétraèdres semblables sont entre eux comme 
les cubes de leurs arêtes homologues. 

s Puisque les tétraèdres sont semblables, 

A on peut porter le plus petit sur le plus 

/ \ \ grand, de manière qu’ils aient l'angle 

/ \ \ solide S commun, et alors les bases abc, 

°/\ ' o- ' ;.À f ' ABC, seront parallèles, puisque les arêtes 
/ V'Al \ c SA, SB, SC, sont divisées dans un même 
\ / o‘ rapport aux poiuts a, b, c. 

Xi/' Soit encore SO perpendiculaire sur 

» . ABC. 

Les triangles ABC, abc , sont semblables ; on a donc : 
ABC : abc : : AB : ab (i). 
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D'ailleurs on a aussi : 

AB : ab : : SA : sa 

et SO : so : : SA : sa ; 

d’où il resuite , à cause du rapport commun , 

SO : so : : AB : ab (a). 

Multipliant par ordre les proportions (i) et ( 2 ), et divi- 
sant les ternies du premier rapport par 3, il vient: 

. SO , SO TT» — ;» 

. ABC X -J : abc x -y :: AB : ab ; 

or, ABC X ^ est la mesure du tétraèdre SABC , et 
SO 

abc X -y est la mesure du tétraèdre S abc ; donc, etc. 
PROPOSITION XXX. 


THÉORÈME. 

Deux polyèdres semblables sont comme les cubes de 
leurs arêtes homologues. 

On sait que deux polyèdres semblables sont décompo- 
sables en un même nombre de tétraèdres semblables. 

Soient T, T', T"... les tétraèdres qui forment le polyèdre 
P; t, t', t"... les tétraèdres qui composent p. 

Soient encore A, A', A", des arêtes des tétraèdres 
T, T', T".... a, a', a''...; leurs homologues dans les tétraè- 
dres t, l! , t"..., on aura : 

T : t : : A 3 : a 3 , 

T' : t' : : A' 3 : a' 3 , 

. T" : l" : : A" 3 : a"' ; 

et coqime les lignes homologues des polyèdres semblables 
sont proportionnelles, on en conclut: 

T : t : : T' : t : : T" : *"... 

d’où T -+- T' 4- T*'... : 1 4 - t -+- 1"... : : T: t : A 3 : a 
ou P: p :: A 3 : a 3 . 
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LA SPHÈRE. 


DEFINITIONS. 



I. La sphère est un solide termine par une 
surface courbe, dont tous les points sont 
i également distants d’un point intérieur qu’on 
'appelle centre. 

On peut imaginer que la sphère est pro- 
duite par la révolution du demi : cercle DAE 
autour du diamètre DE : car la surface décrite dans ce 
mouvement par la courbe DAE aura tous ses' points à 
distances égales du centre G. 

II. Le rayon de la sphère est une ligne droite menée du 
centre à un point de la surface; le diamètre ou axe est une 
ligne passant par le centre, et terminée de part et d’autre 
à la surface. 

Tous les rayons de la sphère sont égaux ; tous les dia- 
mètres sont égaux e,t doubles du rayon. 

III. Un plan est tangent à la sphère lorsqu’il n’a qu’un 
point commun avec sa surface. 

IV. Deux sphères sont tangentes, lorsque leurs surfaces 
n’ont qu’un point commun. 

PROPOSITION PREMIÈRE. 

THÉORÈME. 

Toute, section de la sphère, faite par un plan , est 
un cercle. 
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' \ Soit AMI) !a section faite par un plan 
dans la sphère dont le centre est C. Du 
l * ; point C menez la perpendiculaire CO 

l sur le plan AMD, et différentes lignes 

\ / CM, CN , CB, à différents points de la 

\ courbe AMB qui termine la section. 

Les obliques CM, CN, CB, sont égales, puisqu'elles sont 
des rayons de la sphère; elles sont donc également éloi- 
gnées de la perpendiculaire CO; donc toutes les lignes 
OM, ON, OB, sont égales; donc la section AMB est un 
cercle dont le point O est le centre. 

Corollaire 1. Si la section passe par le centre de la 
sphère, son rayon sera le ravon de la sphère; donc tous 
les grands cercles sont égaux entre eux. 

II. Deux grands cercles se coupent toujours en deux 
parties égales ; car leur intersection commune, passant 
par le centre, est un diamètre. 

III. Tout grand cercle divise la sphère et sa surface en 
deux parties égales; car si, après avoir séparé les deux hé- 
misphères, on les applique sur la base commune en tour- 
nant leur convexité du même coté , les deux surfaces coïn- 
cideront l’une avec l’autre, sans quoi il y attrait des points 
plus près du centre les uns que les autres. 

IV. Le centre d’un petit cercle et celui de la sphère 
sont sur une même droite perpendiculaire au plan du petit 
cercle. 

V. Les petits cercles sont d’autant plus petits qu’ils sont 
plus éloignés du centre de la sphère; car plus la distance 
CO est grande, plus est petit le côté OB du triangle OBC. 

VI. Par deux points donnés sur la surface d’une sphère, 
on peut faire passer un arc de grand cercle; car les deux 
points donnés et le centre de la sphère sont trois points 
qui déterminent la position d'un plan. Si cependant les 
deux points donnés étaient aux extrémités d'un diamètre , 
alors ces deux points et le centre seraient en ligne droite, 
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et il y aurait une infinité de grands cercles qui pourraient 
passer par les deux points donnés. 

VIL La position d’un petit cercle sur la surface de la 
sphère serait déterminée par trois points de sa circonfé- 
rence. 

PROPOSITION II. 

THÉORÈME. 

Tout plan perpendiculaire à V extrémité d’un rayon 
est tangent à la sphère. 

Soit FAG un plan perpendiculaire à 
l’extrémité du rayon OA; si l'on prend 
un point quelconque M sur ce plan, et 
qu'on joigne OM et AM, l’angle OAM 
sera droit, et ainsi la distance OM sera 
plus grande que OA. Le point M est donc hors de la 
sphère; et, comme il en est de même de tout autre ooint 
du plan FAG, il s'ensuit que ce plan n’a que le seul point 
A commun avec la surface de la sphère ; donc il est tan- 
■ léf. 3. gent à cette surface*. 

Réciproquement, tout plan tangent FAG est perpendi- 
culaire sur le rayon OA qui va au point de contact. 

Car, si on joint au centre un point quelconque M de ce 
plan, OM sera plus grand que le rayon OA, puisque le 
point M est extérieur à la sphère. OA est donc la ligne la 
plus courte qu’on puisse mener du point O au plan FAG; 
donc OA est perpendiculaire sur ce plan. 

Corollaire. Par un point de la sphère on ne peut mener 
qu’un seul plan tangent. 

PROPOSITION III. 

THÉORÈME. 

L’intersection de deux sphères est un cercle dont 
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le plan est perpendiculaire à la ligne qui joint leurs 
centres , et dont le centre est situé sur cette ligne. 

Par la ligne OC qui 
joint les centres des deux 
sphères, menons un plan 
, quelconque. Ce plan 
coupe les deux sphères 
suivant deux grands cer- 
cles qui se rencontrent 
aux points A et A' symétriques par rapport à la ligne OC 

Si maintenant nous faisons tourner les deux demi- 
cercles DAE, GAH, autour de OC, ces deux demi-cercles 
engendreront les surfaces des deux sphères, et le point A 
décrira leur ligne d’intersection. D’ailleurs , dans ce mou- 
vement, la droite Al ne changera pas de grandeur et sera 
constamment perpendiculaire à OC; donc l’intersection des 
deux sphères est une circonférence dont le centre est en I, 
dont le rayon est AI, et dont le plan est perpendiculaire 
à OC. 

Remarque. Suivant que les deux cercles DAA', GAA', 
seront extérieurs ou intérieurs, tangents extérieurement ou 
intérieurement, ou bien sécants, les deux sphères seront 
extérieures ou intérieures, tangentes extérieurement ou 
intérieurement, ou enfin sécantes. 

Il y aura donc pour chacune de ces positions des deux 
sphères, les mêmes relations entre la distance des centres 
et les rayons des sphères, que pour les positions corres- 
pondantes de deux cercles. 

DÉFINITIONS. 

I. L’angle de deux arcs de grands cercles est l’angle 
dièdre formé par leurs plans. Les arcs de grands cercles 
en sont les côtes, et leur point de concours en est le 
sommet. 
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II. Un triangle sphérique est une portion de la surface 
de la sphère comprise entre trois arcs de grands cercles. 

Ces arcs, qui s’appellent les côtés des triangles, sont tou- 
jours supposés moindres qu’une demi-circonférence; les an- 
, gles formés par ces arcs de cercles sont les angles du triangle. 

III. Un triangle sphérique est rectangle, isocèle, équi- 
latéral, dans les mêmes cas qu’un triangle rectiligne. 

IV. Un polygone sphérique est une portion de la surface 
sphérique comprise entre plusieurs arcs de grands cercles. 

Nous ne considérerons que des polygones sphériques 
convexes, c’est-à-dire tels que le plan de chaque côté laisse 
tout le reste du polygone d'un même côté de sa direction. 

PROPOSITION IV. 

THÉORÈME. 

Dans tout triangle sphérique ABC , un côté quel- 
conque est plus petit que. la somme des deiuv autres. 

. Soit O le centre de la sphère, et soient 
menés les rayons OA, OB, OC. Si on ima- 
gine les plans AOB, AOC, COB, ces plans 
formeront au point O un angle solide, et 
les angles AOB, AOC, COB, auront pour 
mesure les côtés AB, AC, BC, du triangle 
sphérique ABC. Or, chacun des trois an- 
gles plans qui composent l'angle solide est 
moindre que la somme des deux autres; 
donc un côté quelconque du triangle ABC est moindre 
que la somme des deux autres. 

PROPOSITION V. 

THÉORÈME. 

La somme des trois côtés d’un triangle sphérique est 
moindre que la circonférence d'un grand cercle. 
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__ c Soit ABC un triangle sphérique 

/ 7\ quelconque; prolongez les côtés 

/ y \ AB, AC , jusqu a ce qu'ils se ren- 

ïî contrent de nouveau en D. Les 

4 B arcs ABD, ACD, seront des demi- 

circonférences, puisque deux, grands cercles se coupent 
toujours en deux parties égales*; niais dans le triangle 1 
BCD on a le côté BC < BD q-CD*; ajoutant de part et d autre ’ 
ABq-AC , on aura ABq-ACq-BC < ABD-f-ACD, c’est-à- 
dire plus petit qu’une circonférence. 

Remarque. Pour qu’on puisse construire un triangle sphé- 
rique avec trois côtés donnés, il faut et il suffit que la somme 
des trois côtés soit plus petite qu’une circonférence, et 
que le plus grand côté soit moindre que la somme des 
deux autres; car ce sont les conditions nécessaires et suf- 
fisantes pour qu’on puisse construire un angle solide avec 
trois faces qui auraient pour mesures les trois côtés donnés. 
Et si l’on plaçait le sommet de cet angle solide au centre de 
la sphère, les faces intercepteraient le triangle demandé. 


PROPOSITION VI, 


THEOREME. 


La somme des côtés d’un polygone sphérique con- 
vexe est moindre qu’une circonférence de grand 
cercle. 



Soit ABCDE un polygone sphérique 
convexe ; et menons du centre O de la 
sphère les rayons OA, OB, OC, OD, OE, 
nous formerons ainsi un angle solide qui 
sera convexe, et dont les angles plans AOB, 
AOC,... , ont pour mesures les arcs AB, 


BC, CD. ... J or, la somme des angles plans qui forment 


l’angle solide est moindre que 4 droits; donc la somme 
des arcs AB, BC, .... est moindre qu’une circonférence. 
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DÉFINITIONS. 


I. Le pôle d’un cercle de la sphère est l’extrémité du dia- 
mètre perpendiculaire au plan de ce cercle. 

II. Tout cercle de la sphère a deux pôles. 

III. Tous les cercles dont les plans sont parallèles ont les 
mêmes pôles. 

PROPOSITION VII. 

THÉORÈME. 



Tous les points de la circonférence FNG d'un cercle 
de la sphère sont également distants du pôle D de ce 
cercle. 

En effet, si on mène du centre O 
de la circonférence FNG, les rayons 
OF, ON, OG, et qu’on tire les droites 
^ b DF, DN, DG, les triangles rectangles 
DOF, DON, DOG.... seront égaux; 
car ils ont le côté DO commun, et les 
lignes OF, ON, OG, sont égales comme 
rayons d’un même cercle; donc on a DF=DN = DG. ... 

On voit aussi par là que les arcs de grands cercles FD , 
DN,DG, sont égaux comme sous-tendus par des cordes 
égales ; et de plus les plans de ces grands cercles sont per- 
pendiculaires sur le cercle FNG, car ils passent tous par 
la droite DO perpendiculaire au plan de ce cercle. 

Tout ce qui vient d’être démontré s’applique évidemment 
aupôle d’un grand cercle AMB ; mais, dans ce cas, les angles 
droits DCA, DCM, DCB, étant au centre des grands cer- 
cles DAE, DME...., les arcs DA, DM, DB, sont des quarts 
de circonférence ou des quadrants. 

Scolie. Les propriétés des pôles permettent de tracer sur 
la surface de la sphère des arcs de cercle avec la même fa- 
cilité que sur une surface plane. 
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On emploie à cet effet un compas appelé compas sphé- 
rique , dans lequel on donne aux deux branches une dis- 
position qui permette d’incliner les pointes l’une sur l’autre 
sous un angle quelconque. 

Il est évident que si ou place une des pointes de ce com- 
pas en D, et l’autre en F, et que l’on fasse tourner ce com- 
pas autour du point D, l’extrémité F décrira le cercle FNG. 

Si l’on voulait du point D, comme pôle, décrire un 
grand cercle AMB,il faudrait que la distance des deux 
pointes du compas fût égale à la corde d'un quadrant; et 
pour avoir cette distance ^ il faudrait connaître le rayon de 
la sphère. 


PROPOSITION VIII. 


PROBLEME. 


Étant donnée une sphère, trouver son rayon. 





0 J7 

. » 



AE CV 


Avec une ouverture decom- 
j Q , pas arbitraire AC, décrivons 
sur la sphère un cercle CDE; 
marquons trois points C, D, E 
sur ce cercle, et mesurons 
avec un compas les distances 
^ B ’ rectilignes CD, DE, CE; enfin 
construisons sur un plan un triangle avec ces trois côtés; 
le rayon du cercle circonscrit à ce triangle sera le rayon 
du cercle CDE. 

Cela posé, concevons par le diamètre AB de la sphère 
un grand cercle ACBE; concevons aussi qu’on tire les 
droites CA, CB et CO. Dans le triangle rectangle CAO, on 
connaît l’hypoténuse AC et le côté CO; on pourra donc 
construire sur un plan un triangle C'A'O' égal à CAO ; de 
plus, la droite CB étant perpendiculaire sur CA, si l’on mène 
CB' perpendiculaire sur A'C', la droite A'B', égale à AB, 
sera le diamètre de la sphère. 

«4 
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PROPOSITION IX. 


PROBLEME. 


Tracer sur une sphère un grand cercle passant par 
deux points A et R. 

Des points A et B comme pôles, avec 
un intervalle égal à la corde du qua- 
drant , décrivons deux grands cercles 
qui se coupent en P; le point P sera le 
pôle de l’arc de 1 grand cercle AB, et ser- 
vira à décrire cet arc. 



PROPOSITION X. 


PROBLEME. 


A baisser (T un point A de la surface de la sphère , 
wi grand cercle perpendiculaire, sur un grand cercle. 

Du point A comme pôle, avec un 
intervalle égal à un quadrant, décri- 
vez un grand cercle qui coupe en S le 
cercle CMD. Puis du point S comme 
pôle, avec l’intervalle SA, décrivez le 
grand cercle AM, qui sera perpendi- 
culaire sur CMD*. 



PROPOSITION XI. 

THÉORÈME. 

Le plus court chemin du point A au point B sur la 
surface de la sphère , est l'arc de grand cercle , moin- 
dre qu'une demi - circonférence, qui joint ces deux 
points. 
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Nous fonderons la démonstration de ce théorème sur 
les deux lemnies suivants. 

Lemme I. Le plus court chemin du 
pôle P d’un cercle à tous les points de 
sa circonférence ABD est le même pour 
tous ces points. 

Gela résulte évidemment de l’égalité 
des arcs de grands cercles PA, PB,.... et 
de la symétrie parfaite delà sphère au* 
tour du diamètre passant par le pôle P. 
Lemme II. Soient AB, AC , deux arcs de grands cercles 
moindres qu’une demi-circonférence, et soit AC < AB; je dis 
que te plus court chemin de A en G est moindre que celui 
de A en B. 

En effet, décrivons du point A comme 
pôle, et avec l'intervalle AC, un cercle qui 
coupera nécessairement l’arc AB entre A et 
B, et soit AMB la ligne la plus courte entre 
A et B; cette ligne rencontrera le cercle CI 
en un point M, et la ligne AM sera le plus 
court chemin de A en M; car, s’il existait une ligne plus 
courte entre ces deux points, AMB ne serait pas le plus 
court chemin de A en B, ce qui est contre l’hypothèse. 
D’ailleurs, d’après le lemme précédent, le plus court che- 
min de A en M est le même que de A en C; donc le plus 
court chemin de À en C est moindre que de A en B. 

A Cela posé, soit AB l’arc de grand cercle moin- 
/\ dre qu’une demi-circonférence qui joint les points 
j \ A et B, et supposons qu’il existe hors de cet arc 
i \ c un point C de la ligne la plus courte entre A et R. 

D \ j Menons les arcs de grands cercles AC, BC, et pre- 
\ j nous AD — AC. 

g On a* AB < ACH-CB;retranchantdepartetdau- *pr. 4. 
tre Aü = AG, il reste DB < BC. Or, en vertu du lemme I, le 
plus court chemin de A en D est le même que de A en C; 

> 4 - 
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donc, puisque le point C appartient à la ligne la plus courte 
de A en B, il faudrait que la distance de C en B fût moindre 
que de D en B, conséquence absurde, d'après lelemmell, 
puisque l’arc BC est plus grand que BD. Donc aucun 
point de la plus courte distance entre A et B ne peut être 
hors de l’arc AB, donc l’arc AB est lui-même la ligne la 
plus courte qui a les mêmes extrémités. 

Remarque. Dans la démonstration précédente , on sup- 
pose chacun des deux arcs AG, BC, moindre que AB ; et il 
est évident qu’on ne peut faire une autre hypothèse, car, si 
on avait AC > AB, la ligne la plus courte de A en B serait 
moindre que de A en C; le point C ne pourrait donc pas 
appartenir à la première ligne. 

PROPOSITION XII. 

THÉOBÈME. 

✓ 

L’angle BAC que font entre eux deux arcs de grands 
cercles a pour mesure Lare de grand cercle BC, dé- 
crit du point A comme pôle, et compris entre les côtés 
de l’angle. 

En effet, tirons les rayons OB, OC, 
les arcs AC, AB, étant des quadrants, les 
angles AOB, AOC, sont droits; donc 
BOC est l’angle plan correspondant à 
l’angle dièdre DBACJ; mais l’angle au 
centre BOC a pour mesure l’arc BC , 
donc cet arc est la mesure de l'angle 
dièdre DBAC, qui est l’angle des deux arcs de grands 
cercles. 

Corollaire. Les angles des triangles sphériques peuvent 
se comparer entre eux par les arcs de grands cercles dé- 
crits de leurs sommets comme pôles et compris entre leurs 
côtés : ainsi il est facile de faire un angle égal à un angle 
donné. 
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Scolie. Les angles opposés au sommet, 
tels que ACO et BCN, sont égaux ; car 
l’un ou l’autre est toujours l’angle formé 
par les deux plans ABC, OCN. 

On voit aussi que dans la rencontre 
de deux arcs ACB, OCN, les deux angles 
adjacents ACO, OCB, pris ensemble, valent toujours deux 



angles droits. 


DEFINITIONS. 


Un triangle sphérique ABC étantdonné ) 
si des points A, B, C comme pôles , on 
décrit les arcs de grands cercles EF, FD, 
DE, ces arcs forment un triangle DEF, 
qui est appelé le triangle polaire de 
F ABC. 

Le sommet homologue du point A est déterminé par la 
rencontre des arcs décrits des points B et C comme pôles : 
ces arcs, il est vrai, se coupent en deux points; mais il ne 
faut prendre que celui qui est du même côté que le point 
A par rapport à BC, et ainsi pour les autres sommets. 

PROPOSITION XIII. 

THÉORÈME. 

Si le triangle ABC a pour triangle polaire DEF, 
réciproquement ABC sera le triangle polaire de DEF- 
Car, le point A étant le pôle de l’arc EF, 
la distance AE est un quadrant ; le point 
C étant le pôle de l’arc DE, la distance 
CE est pareillement un quadrant; donc 
le point E est éloigné d’un quadrant de 
chacun des points A et C ; donc il est le 
pôle de l’arc AC, et de plus il est du même côté que B, 
par rapport à AC ; on démontrerait de même que D est 
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le pôle de l’are BC, et F celui de l’arc AB; donc ABC est 
le triangle polaire de DEF. 

. ) * e * 

/ 

PROPOSITION XIV. 

THÉORÈME. 



Etant donnes deux triangles polaires ABC, DEF, 
chaque angle île l’un de ces triangles aura pour me- 
sure une demi-cir conférence , moins le côté opposé dans 
Vautre triangle. 

Soient prolongés, s’il est néces- 
saire, les côtés AB, AC, jusqu’à la 
rencontre de EF en G et H; puis- 
que le point A est le pôle de l’arc 
GH, l’angle A aura pour mesure 
l'arc GH. Mais l’arc EH est un qua- 
’drant ainsi que GF, puisque E 
est le pôle de AH, et F le pôle de AG ; donc EH + GF 
vaut une demi-circonférence. Or EH + GF est la même 
chose que EF+GH; donc l’arc GII qui mesure l’angle A 
est égal à une demi-circonférence moins le côté EF ; de 
même l’angle B aura pour mesure J cire. — DF, et l’angle C, 
■| cire. — DE. 

Cette propriété doit être réciproque entre les deux 
triangles, puisqu'ils se décrivent de la même manière 1 un 
par le moyen de l’autre. Ainsi on trouvera que les angles 
D, E, F, du triangle DEF, ont pour mesures respective- 
ment : \ cire. — BC, | cire. — AC, | cire. — AB. En effet 
l’angle D, par exemple, a pour mesure l’arc MI; or MI + 
BC=MC -f- BI =±cire. : donc l’arc MI , mesure de l’angle 
D , = ^circ. — BC ; et ainsi des autres. 

Scolic. Si du centre de la sphère on mène des rayons 
aux sommets des triangles ABC, DEF, on forme deux an- 
gles trièdres dont les angles plans ont pour mesures les 


Digitized by Google 



LIVBK VII. 1 1 5 

côtés des triangles sphériques, et dont les angle6 dièdres ne 
sont autres que les angles des mêmes triangles. 

Or, il résulte du théorème qui vient d’être démontré 
que, dans ces deux angles trièdres , les angles dièdres de 
l’un sont les suppléments des faces de l’autre, et récipro- 
quement ; donc ces angles trièdres sont supplémentaires. 

DISFISJTIOS6. 

Soit ABCD un polygone sphérique ; 
menons du centre des rayons aux som- 
mets de ce polygone, et prolongeons- 
les jusqu’à ce qu’ils rencontrent de nou- 
veau la sphère en A', B', C', D'. Enfin 
tirons les arcs A'B', B'C', A'D', C'D'. 

Les angles solides formés en O.sont 
symétriques, par conséquent ils ont leurs angles plans et 
leurs angles dièdres respectivement égaux. Donc aussi les 
polygones sphériques ABCD, A'B'C'D' ont toutes leurs 
parties égales. Néanmoins ces polygones ne sont pas su- 
perposables; car, si l’on porte le côté C'D’ sur son égal CD 
de manière que les autres côtés des deux polygones tom- 
bent d’un même côté par rapport à CD, le point D’ sera 
en C, et, en parcourant les deux polygones dans le même 
sens à partir du point C, les côtés et les angles se présen- 
teront dans un ordre inverse. 

Ces polygones sphériques sont appelés symétriques, 
quelles que soient d’ailleurs les positions respectives qu’on 
leur donne sur la surface de la sphère. > 

PROPOSITION XV. 

THÉORÈME. 

Deux triangles situés sur la même sphère , vu sur 
fies sphères égales , sont égaux dans toutes leurs par- 
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lies, lorsqu'ils ont un angle égal compris entre côtés 
égaux chacun à chacun. 

Soit le côté ABi=EF, le côté AC 
=EG, et l’angle BAC=FEG ; le 
triangle EFG pourra être placé sur 
le triangle ABC, de la même manière 
qu’on superpose deux triangles rec- 
tilignes qui ont un angle égal com- 
pris entre côtés égaux. Donc toutes les parties du triangle 
EFG seront égales à celles du triangle ABC, c'est-à-dire 
qu’outre les trois parties qui sont supposées égales, on 
aura le côté BC = FG, l’angle ABC=EFG, et l’angle 
ACB=EGF. 

Si les côtés égaux des deux triangles étaient inverse- 
ment disposés par rapport aux deux angles égaux, on su- 
perposerait EFG sur le symétrique de ABC, et on serait 
conduit à la même conclusion. 

PROPOSITION XVI. 

THÉORÈME. 

Deux triangles situés sur la même sphère , ou sur 
t les sphères égales , sont égaux dans toutes leurs par- 
ties , lorsqu’ils ont un côté égal adjacent à (leux angles 
égaux chacun à chacun. 

Car l’un de ces triangles peut être placé sur l’autre ou 
sur son symétrique, comme on le fait dans le cas pareil 
des triangles rectilignes. ( Voy.prop . VI, lie. /.) 

PROPOSITION XVII. 

THÉORÈME. 

Si deux triangles situés sur la même sphère, ou sur 
des sphères égales, sont équilatéraux entre eux, ils 



Digitized by Google 



LIVRE VII. 


ai' 


seront aussi équi angles , et les angles égaux seront 
opposés au.r côtés égaux. 

• Joignons les centres des 
sphères O et 0' aux som- 
mets des deux triangles: 
nous formerons ainsi deux 
angles trièdres dont les an- 
gles plans ayant pour me- 
sures les côtés des triangles sphériques, sont respective- 
ment égaux ; mais on a démontré que dans ce cas les angles 
dièdres opposés aux faces égales sont égaux: donc dans les 
deux triangles sphériques les angles opposés aux côtés 
égaux sont égaux. 

PROPOSITION XVIII. 



THEOREME. 


Dans tout triangle sphérique isocèle les angles op- 
posés aux côtés égau.c sont égaux. 

Soit le côté AB = AC; je dis qu’on aura 
1 angle C = B : cat si du sommet A au point 
D, milieu de la base , on mène l’arc AD, les 
deux triangles ABD, ADC, auront les trois 
, côtés égaux chacun à chacun; savoir, AD 
"commun, BD=DC, et AB=AC : donc, par 
le théorème précédent, ces triangles auront les angles égaux, 
et on aura B=C. 



La même démonstration prouve que l’angle BAD=DAC, 
et que 1 angle BDA=ADC. Donc ces deux derniers sont 
droits ; donc l’arc mené du sommet d'un triangle sphérique 
isocele au milieu de sa base est perpendiculaire à cette base, 
et divise l'angle du sommet en deux parties égales. 

Scolie. II résulte encore de ce théorème , que le symé- 
trique d’un triangle sphérique isocèle lui est égal par su- 
perposition. 
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PROPOSITION XIX. 


THEOREME. 


Si deux angles d'un triangle sphérique sont égaux, 
les côtés opposés sont égaux. 

A Soit l'angle B = C; je dis qu’on aura AC 

°X\ — AB : car, si le côté AB n’est pas égal à AC, 

! \\ soit AB le plus grand des deux, prenez BO 

I M = AC, et joignez OC. Les deux côtés BO, BC, 
\1 sont égaux aux deux AC, BC : l’angle com- 

1 lj o i > O 

B c pris par les premiers, OBC, est égal à l’angle 

compris par les seconds, ACB. Donc les deux triangles 
' i5. BOC, ACB, ont les autres parties égales*, et on a l’angle 
OCB=cABC : mais l’angle ABC, par hypothèse, = ÂCB; 
donc on aurait ÜCB = ACB, ce qui est impossible ; donc 
on ne peut supposer AB différent de AC; donc les côtés 
AB, AC, opposés aux angles égaux B et C, sont égaux. 


PROPOSITION XX. 


THEOREME. 


Dans un triangle sphérique ABC, si l'angle A est 
plus grand que l’angle B, le côté BC opposé à l’angle \ 
sera plus grand que le côté AC opposé à l’angle B ; 
réciproquement, si le côté BC est plus grand que CA , 
l’angle A sera plus grand que l’angle B. 

^ i° Soit l’angle A>B, faites 

l’angle BAD=B, tous aurez 
\ AD = DB* : mais AD -4- DC 

\ Xcest plus grand que AC; à la 

place de AD mettant DB, on 
ù aura DB -f- DC ou BC > AC. 

a" Si on suppose BC> AC, je dis que l’angle BAC sera 
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plus grand que ABC : car, si BAC était égal à ABC, on au- 
rait BC = AC; et si on avait BAC < ABC, il s’ensuivrait, 
par ce qui vient d'être démontré, qu’on a BC<AC; ce qui 
est contre la supposition. Donc l'angle BAC est plus grand 
que ABC. 

PROPOSITION XXI. 

THEOREME. 

Si (Jeux triangles tracés sur la meme sphère ou sur 
des sphères égales sont équiangles entre eux , ils se- 
ront aussi équilatéraux. 

Soient A et B les deux triangles donnés, P et Q leurs 
triangles polaires. Puisque les angles sont égaux dans les 
triangles A et B, les côtés seront égaux dans les polaires P 
et Q* : mais de ce que les triangles P et Q'sont équilaté- 
raux entre eux, il s’ensuit qu'ils sont aussi équiangles*; 
enfin, de ce que les angles sont égaux dans les triangles P 
et Q, il s’ensuit* que les côtés sont égaux dans leurs po- 
laires A et B. Donc les triangles équiangles A et B sont en 
même temps équilatéraux entre eux. 

Scolie. Cette proposition n'a pas lieu dans les triangles 
rectilignes, où de l’égalité des angles on n’e peut conclure 
que la proportionnalité des côtés. Mais il est aisé de rendre 
compte de la différence qui se trouve à cet égard entre les 
triangles rectilignes et les triangles sphériques. Dans la 
proposition présente, ainsi que dans les prop. 16, 17, 18 
22, où il s’agit de la comparaison des triangles, il est dit 
expressément que ces triangles sont tracés sur la même 
sphère ou sur des sphères égales. Or les arcs semblables 
sont proportionnels aux rayons ; donc , sur des sphères 
égales, deux triangles ne peuvent être semblables sans 
être égaux. H n’est donc pas surprenant que l’égalité des 
angles entraîne l’égalité des côtés. 

Il en serait autrement si les triangles étaient tracés- sur 
des sphères inégales; alors, les angles étant égaux, les 



930 


CEOMETRIE. 


triangles seraient semblables, et les côtés homologues se- 
raient entre eux comme les rayons des sphères. 

PROPOSITION XXII. 

THÉORÈME. 


i ° La somme des angles de tout triangle sphérique 
est moindre que six et plus grande que deux droits. 

a° Le plus petit angle augmenté de deux droits est 
plus grand que la somme des deux autres. 

i u En effet, la mesure de chaque angle d’un triangle 
sphérique est égale à la demi-circonférence, moins le côté 
* « 4 . opposé du triangle polaire*. Donc la somme des trois angles 
a pour mesure trois demi-circonférences moins la somme 
des côtés du triangle polaire. Or cette dernière somme est 
plus grande que zéro, et moindre qu'une circonférence, 
donc en la retranchant de trois demi-circonférences, le 
reste sera plus petit que trois demi-circonférences et plus 
grand qu’une demi-circonférence; donc la somme des 
angles d’un triangle sphérique est moindre que six droits, 
et plus grande que deux droits. 

Corollaire. Un triangle sphérique peut avoir 
deux ou trois angles droits, deux ou trois an- 
gles obtus. 

Si le triangle ABC est bi-rectangle , c’est-à- 
dire s’il a deux angles droits B et C , le som- 
c met A sera le pôle de la base BC; et les cô- 
tés AB, AC, seront des quadrants. 




Si en outre l'angle A est droit , le 
triangle ABC sera tri-rectangle , ses 
angles seront tous droits et ses côtés 
des quadrants. Le triangle tri-rectan- 
gle est contenu huit fois dans la sur- 
face de la sphère; c’est ce que l’on 
voit par la fig. a36, en supposant l’arc 


B MN égal à un quadrant. 
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a° Soient A, B, C les angles du triangle, et A le plus 
petit; i8a° — A, i8o° — B, 180“ — C seront les côtés du 
triangle polaire*; or on a 

180 — A<t8o — B -f- 180 — C; 

d’où ajoutant de part et d’autre A-f-B-f-C, et retran- 
chant 180, on déduit 

B -H C < 180°-+- A. 

Avec trois angles A, B, C qui satisfont aux conditions 
énoncées dans ce théorème, on peut former un triangle 
sphérique, car ce sont les conditions nécessaires et suffi- 
santes pour qu’on puisse construire un angle trièdre avec 
les trois angles dièdres A, B, C. 

Scolie. Nous avons supposé dans tout ce 
qui précède, que les triangles sphériques ont 
leurs côtés toujours plus petits que la demi- 
circonférence; nous observerons cependant 
qu’il existe des triangles sphériques dont cer- 
tains côtés sont plus grands que la demi- 
circonférence, et certains angles plus grands que deux 
angles droits. Car, si on prolonge le côté AC en une cir- 
conférence entière ACE, ce qui reste, en retranchant de la 
demi-sphère le triangle ABC, est un notiveau triangle, qu’on 
peut désigner aussi par ABC, et dont les côtés sont AB, 
BC, AEC. On voit donc que le côté AEC est plus grand que 
la demi-circonférence; mais en même temps l’angle opposé 
en B surpasse deux angles droits. 

Au reste, si on a exclu de la définition les triangles dont 
les côtés et les angles sont si grands, c’est que leur résolu- 
tion ou la détermination de leurs parties se réduit toujours 
à celle des triangles renfermés dans la définition. En effet, 
on voit aisément que si on connaît les angles et les côtés 
du triangle ABC, on connaîtra immédiatement les angles 
et les côtés du triangle de même nom qui est le reste de la 
demi-sphère. 
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DEFINITIONS. 

I. On appelle fuseau, la portion de la surface de la sphère 
comprise entre deux demi-grands cercles qui se terminent 
à un diamètre commun. 

II. L’onglet sphérique est la partie du volume de la 
sphère comprise entre les mêmes demi-grands cercles, et 
à laquelle le fuseau sert de base. 

III. La pyramide sphérique est la partie du solide de la 
sphère comprise entre les plans d'un angle solide, dont le 
sommetest.au centre ; la base de la pyramide est le poly- 
gone sphérique intercepté parles mêmes plans. 

Lorsque deux polygones sphériques coïncident, les py- 
ramides dont ils sont les hases coïncident également. 

I\. Nous appellerons pyramides sphériques symétriques 
celles qui ont pour bases des polygones symétriques. 

PROPOSITION XXIII. 

THKORÈMJE. 

, . < V 

Le fuseau AMBN A est à la surface de la sphère 
comme l'angle MAN de ce fuseiui est à quatre angles 
droits , ou comme l’arc MN qui mesure cet angle est à 
la circonférence. 

A Supposons d’abord que l’arc MN soit 

commensurable avec la circonférence 

v MNPQ, et qu’en divisant celle-ci en 

ït j Je |m 48 parties égales, l’arc MN contienne 
7 5 de ces parties ; le rapport de l’arc MN 

, \ 1 y à la circonférence est 

B Faisons ensuite passer des plans par 

le diamètre AB et les points de division, nous formerons 
sur la sphère 48 fuseaux tous égaux entre eux comme 
ayant même angle, et l’on voit que 5 de ces fuseaux seront 
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contenus dans AMBN ; le rapport de ce fuseau à la surface 
de la sphère sera donc aussi il sera donc le même que 
celui de l’arc MN à la circonférence MNPQ. 

Si l’arc MN n’est pas commensurable avec la circonfé- 
rence, on prouvera , par le raisonnement connu , que le 
fuseau est toujours à la sphère comme l’arc MN est à la 
circonférence. 

Mesure du fuseau. Soient F, F' deux fuseaux dont les 
angles sont A et A', on a, d’après le théorème ci-dessus, 

F : sph. :: A : 4 rtr , 

‘et P : sph. :: A' : 4 ,lr î 

d’où F : F' :: A : A'. (i 


Si donc on veut mesurer un fuseau en le comparant à 
un autre fuseau pris pour unité, on voit, par la proportion 
ci-dessus, qu’il suffit de chercher le rapport des angles de 
ces fuseaux. 

Supposons qu’on prenne pour unité de fuseau F', celui 
dont l’angle est droit, la proportion (i) devient 



00 • 


Ainsi, le rapport d’un fuseau au fuseau droit est égal au 
rapport de son angle à un angle droit; ce qu’on exprime 
d’une manière abrégée en disant que le fuseau a pour me- 
sure son angle. 

Si l’on prenait pour unité de surface le triangle tri- 
rectangle T qui est la moitié du fuseau droit, on aurait, 
en remplaçant F' par 2T dans l’égalité (2) 


FA. 

2 T — i*- ’ 

d’où, en multipliant départ et d’autre par 2, on conclut 

F 2A 

T 
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Donc, le rapport d’un fuseau au triangle trirectangle est 
égal au rapport du double de son angle à un droit ; ou bien, 
en d’autres termes, un fuseau a pour mesure le double de 
son angle. 

Scolie. On verrait aussi qu’un onglet est au volume de la 
sphère comme son angle est à 4 droits ; et qu’un onglet a 
pour mesure son angle, en prenant pour unité de volume 
l’onglet droit, et pour unité d'angle, l’angle droit; ou bien 
le double de son angle, en prenant pour unité de volume 
la pyramide trirectangle, qui est la moitié de l’onglet droit, 
et pour unité d'angle, l’angle droit. 

PROPOSITION XXIV. 

THÉORÈME. 

Deu,i triangles sphériques symétriques sont égaux 
en surjace. 

Soit ABC un triangle sphérique, et 

/ 77' \ A'B'C' son symétrique. Prenons le pôle 

! N. i jy \ P du petit cercle qui passe par les 
^0 1 points A, B, C(*); les arcs de grands 

\ \ / cercles PA, PB, PC, sont égaux. Menons 

X/. ' \ T _V/ enfin le diamètre POP', et les arcs de 

Ai grands cercles P'A', P'B', P'C'. 

Les angles PO A, P'OA' sont égaux comme opposés par 
le sommet, donc l’arc PA=P'A' ; par la même raison, 
PB = P'B', et PC==P'C', et comme PA = PB = PC, on a 
P'A'=P'B'=P'C'. 

Cela posé, les triangles APC, A'P'C’, ont les trois côtés 
égaux chacun à chacun ; de plus, ils sont isocèles ; donc ils 
sont superposables. On verrait de même que le triangle 

(*) Le cercle qui passe par les trois points A, B, C, ou qui est circonscrit au 
triangle ABC, ne peut être qu’un petit cercle de la sphère; car, si c’était un 
grand cercle, les trois eûtes AB, BC , AC, seraient situés dans un même plan, 
et le triangle ABC se réduirait à un de ses côtés. 
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CPB est égal au triangle C'P'B', et que le triangle APB est 
égal au triangle A’P’B'; donc enfin le triangle ABC, qui 
est la somme des triangles APC,CPB, APB, est égal en 
surface au triangle A'B'C', qui est la somme des triangles 
A'P'C', C'P'B', A'P'B'. 

Remarque I. Si le pôle P était hors du triangle ABC, 
alors il faudrait faire la somme de deux triangles isocèles, 
et en retrancher le troisième pour avoir le triangle ABC; 
mais comme la même chose aurait lieu pour le triangle 
ABC, la conclusion serait la même. 

Remarque II. On verrait de la même manière que les 
deux pyramides sphériques symétriques qui ont pour hases 
les triangles ABC, A'B'C' sont équivalentes. 

PROPOSITION XXV. 

THÉORÈME. 

Si deux granits cercles AOB , COL) , se coupent 
comme on voudra dans Chémisphcre AOCBD , la 
somme des triangles opposés AOC, BOD , sera égale 
au fuseau dont l'angle est BOD. 

Car, en prolongeant les arcs OB, 

OD, dans l’autre hémisphère jusqu’à 
leur rencontre en N, OBN sera une 
demi-circonférence, ainsi que AOB; 
retranchant de part et d’autre OB, on 
aura BN = AO. Par une raison sem- 
blable, on a DN = CO, et BD =AC; 
donc les deux triangles AOC, BDN, 
ont les trois côtés égaux; d’ailleurs leur position est telle 
qu’ils sont symétriques l’un de l’autre; donc ils sont égaux 
en surface*, et la somme des triangles AOC, BOD, est * 3 ;. 
équivalente au fuseau OBNDO dont l’angle est BOD. 

Scolie. Il est clair aussi que les deux pyramides sphé- 
riques qui ont pour bases les triangles AOC, BOD, prises 

i5 
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ensemble, équivalent à l’onglet sphérique dont l’angle est 
BOD. 

PROPOSITION XXVI. 


THÉORÈME. 


La surface d’ un triangle sphérique a pour mesure 
l'excès de la somme de ses trois angles sur deux 

G 

angles droits. 



Soit ABC le triangle proposé; ache- 
vons le grand cercle AB, puis prolongeons 
les arcs AB, AC, jusqu’à leur rencontre 
avec ce grand cercle. On a évidemment 
ABC 4- BCE = fuseau A, 

ABC 4 - ACI) = fuseau B, 


et, à cause du théorème précédent, 

ABC -f- DCE = fuseau C. 


Ajoutant, et observant que la somme de ces six triangles 
excède la demi-sphère de deux fois le triangle ABC, il vient 
2. ABC 4- i sphère = fuseau A 4 - fuseau B 4- fuseau C. 
Donc, en retranchant de part et d’autre la demi-sphère, 
et divisant par 2, on a 


ABC == 


fuseau A 4 - fuseau B 4 - fuseau C — ~ sphère 


Divisons les deux membres de l'égalité par la surface du 
triangle trireclangle, que nous appellerons T, il vient, 
ABC fuseau A 4 - fuseau B 4 - fuseau C — i sphère 


T 


or. 


fuseau A 

: 


,dr. 


2 T 

fuseau B 

2T — 


B fuseau C 
■> 


■ dr, ‘ 


2 T 


et 


^sphère 

2 T ~ 


a; 


donc 


AEC A-+-B + C A4-B4-C— 2 ,lr - 

■ ■ ■ O 

r £ jdiv |dr. 
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Ainsi le rapport d’un triangle sphérique au triangle tri- 
rectangle est égal au rapport île l’excès de la somme de 
ses angles sur deux droits à un angle droit; ce que l'on 
exprime d’une manière abrégée, en disant qu’un triangle 
sphérique a pour mesure l’excès de la somme de ses an- 
gles sui deux angles droits. 

Scolits 1 . Si les angles du triangle sont donnés par les 
nombres de degrés des arcs qui leur servent de mesures, 
on retranchera 180" de leur somme , et on cherchera le 
rapport de 'a différence à yo°. 

Application. Soient A= 70° 10', B = Co°2o', G— 8o°, 
en retranchant 180" de la somme de ces arcs, on trouve 
pour différence 3 o° 3 o'; et pour obtenir le rapport de 
Mo 0 3o' à 90'j il faut réduire ces deux nombres de degrés 
en minutes, et diviser le premier nombre par le second: 
on trouve ainsi que le triangle proposé est les ou le A 
du triangle ti ireclangle. 

Scolie II. On démontrerait semblablement qu’une pyra- 
mide sphérique triangulaire a pour mesure l’excès de la 
somme des angles de sa base sur deux droits (en prenant 
pour unité de volume la pyramide trirectangle, et pour 
unité d’angle l’angle droit 1. 

PROPOSITION XXVII. 

THÉORÈME. 

Im surface <P un polygone sphérique a pour mesure 
la somme de ses angles , moins le produit de deiuz angles- 
droits parle nombre des côtés du polygone moins deux. 

D’un même sommet A soient menées 
à tous les autres sommets les diago- 
nales AG, AD; le polygone ABCDE sera 
partagé en autant de triangles moins 
deux qu’il a de côtés. Mais la surface 
de chaque triangle a pour mesure la 

i r ». 
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somme de ses angles moins deux angles droits, et il est 
■clair que la somme de tous les angles des triangles est 
■égale à la somme des angles du polygone: donc la surface 
du polygone a pour mesure la somme de ses angles, dimi- 
nuée d'autant de fois deux angles droits qu’il a de côtés 
moins deux. 

Scolie. Soit s la somme des angles d’un polygone sphé- 
rique, n le nombre de ses côtés; l’angle droit étant sup- 
posé l'unité, la surface du polygone aura pour mesure 
s — a (« — 2 ) ou s — 2/1 + 4- 
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I.ES TROIS CORPS RONDS. 


DEFINITIONS. 


v I. On appelle cylindre le solide produit par 

K “\g ^ N u *•' révolution d’un rectangle ABCD, qu'on- 
| [ imagine tourner autour du côté immobile AB. 

M 1 Dans ce mouvement les côtés AD, BC , 

(N— — 4rT^ restant toujours perpendiculaires à AB, dé- 
crivent des plans circulaires égaux J)PH , 
f \ — - gv ; y c GGQ, qu’on appelle les bases du cylindre , et 
* la ligne CD, appelée génératrice , en décrit la 
surface latérale. 

La ligne immobile AB s’appelle Vaxe du cylindre. 

Toute section KLM, faite dans le cylindre, perpendicu- 
lairement à l’axe, est un cercle égal à chacune des bises r 
car, pendant que le rectangle ABCD tourne autour de A, 
la ligne IK, perpendiculaire à AB, décrit un plan circulaire 
égal à la buse, et ce plan n'est autre chose que la section, 
fuite perpendiculairement à l'axe au point I. 

Toute section PQGH , faite suivant l’axe, est un rec- 
tangle double du rectangle générateur ABCD. 

s IL On appelle cône le solide produit 

/jf\ - par la révolutiou du triangle rectangle 
/,/ \ \ SAB, qu’on imagine tourner autour du 
côté immobile SA. 

/ \ Dans ce mouvement, le côté AB décrit 

f - un plan circulaire BD GE, qu’on appelle 

\ ÿ' H la base du cône , et l’hypoténuse SB en dé- 

■ u crit la surface latérale. 
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Le point S s’appelle le sommet du cône, SA l'axe ou la 
hauteur , et SB le côté ou l' apothème. 

Toute section HK.Fi, faite perpendiculairement à l’axe, 
est un cercle; toute section SDE , faite suivant l’axe, est 
un triangle isocèle double du triangle générateur SAB. 

III. Si du cône SCDB on retranche , par une section 
parallèle à la base, le cône SFKH, le solide restant CBHF 
s’appelle cône tronqué ou tronc de cône. 

On peut supposer qu’il est décrit par la révolution du 
trapèze ABHG, dont les angles A et G sont droits , autour 
du côté AG. La ligne immobile AG s’appelle l’axe ou la 
hauteur du tronc; les cercles BDC, HFK, en sont les bases, 
et BH en est le côté. 

IV. Deux cylindres ou deux cônes sont semblables, lors- 
que leurs axes sont entre eux comme les diamètres de leurs 
bases. 

V. Si, dans le cercle ACD qui sert de 
>|i base à un cylindre, on inscrit un polygone 
ABCDE, et que sur la base ABCDE on élève 
un prisme droit égal en hauteur au cylindre, 
le prisme est dit inscrit dans te cylindre, ou 
le cylindre circonscrit au prisme. 

Il est clair que les arêtes AF’, BG, CH, etc., 
du prime, étantperpcndiculairesauplan de 
la base, sont comprises dans la surface convexe du cylindre ; 
donc le prisme et le cylindre se touchent suivant ces arêtes. 

Nous admettrons comme une chose évidente que si le 
nombredes côtés du polygone inscrit devenait très-grand, la 
différence entre la surface latérale du cylindre et la surface 
latérale du prisme deviendrait moindre que toute quantité 
donnée, ou en d'autres termes, la surface latérale d’un 
cylindre est la limite de la surface, latérale d'un prisme ins- 
crit dont le nombre des faces croit indéfiniment. 

Nous admettrons de même que le volume d'un cylindre 
est la limite du volume d’un prisme inscrit dont le nombre 
des faces croit indéfiniment. 




Digitized by Google 



LIVRE V I J r. 


a3i 

Soit encore ABCD un polygone inscrit 
dans le cercle ABC qui sert de base ù 
un cône, et construisons une pyramide 
SABCD, ayant pour base ce polygone, et 
pour sommet le pointS; les arêtes SA, 
SB, SC, SD, de cette pyramide appar- 
tiennent à la surface du cône, et cette 
pyramide est dite inscrite dans le cône, ou le cône cir- 
conscrit à la pyramide. 

Nous admettrons encore cjne In surface latérale du cône 
est la limite de la surface latérale d'une pyramide inscrite 
dont le nombre des faces croit indéfiniment ; et aussi que le 
volume d'un cône est ta limite du volume des mêmes py- 
ramides. 



PROPOSITION PREMIÈRE. 


THÉORÈME. 


Le volume don cylindre a pour mesure le produit 
le sa base par sa hauteur. , 

Inscrivons dans la base du cylindre un po- 
lygone régulier, et construisons le prisme 
droit ayant pour base ce polygone, et même 
hauteur que le cylindre. 

Soit B la base du prisme, V son volume, 
. et H la hauteur du cylindre, on a 
V = BxH, 


Or, le volume du cylindre est la limite du volume d’un 
prisme inscrit dont le nombre des faces croît indéfini- 
ment. On aura donc la mesure du cylindre, en prenant la 
limite du produit 1Î X H. Mais le polygone inscrit B a 
pour limite la surface du cercle, et le facteur H est cons- 
tant ; donc, enfin , 

vol. cylindre = cercle X H. 


♦ 
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Corollaire I. Les cylindres de même hauteur sont entre 
eux comme leurs hases, et les cylindres de même hase 
sont entre eux comme leurs hauteurs. 

Coiv/laire II. Les cylindres semblables sont comme les 
cubes des hauteurs, ou comme les Cubes des diamètres des 
bases. Car les bases sont comme les carrés de leurs dia- 
mètres; et puisque les cylindres sont semblables, les dia- 
f . mètres des bases sont comme les hauteurs*; donc les bases 
sont comme les carrés des hauteurs ; donc les hases mul- 
tipliées par les hauteurs, ou les cylindres eux-mêmes, sont 
comme les cubes des hauteurs. 

Scolie. Soit 11 le rayon de la hase d’un cylindre, II sa 
hauteur, la surface de la base sera tril 2 , et la solidité du 
cylindre sera t:R 2 x II, ou irR 2 H. 

PROPOSITION IL 

THÉORÈME. 

Lu surface latérale (P un prisme droit a jxnir me- 
sure te périmètre de sa base multiplié par sa hauteur. 

Car cette surface est égale à la somme 
des rectangles AFGB, BGIIC, CHID, etc., 
dont elle est composée ; or les hauteurs 
AF, BG, CH, etc., de ces rectangles sont 
égales à la hauteur du prisme ; leurs hases 
AB, BC, CD, etc., prises ensemble, font 
le périmètre de la hase du prisme. Donc 
la somme de ces rectangles ou la surface 
c latérale du prisme est égale an périmètre 
de sa base multiplié par sa hauteur. 
Corollaire. Si deux prismes droits ont la même hauteur, 
les surfaces latérales de ces prismes seront entre elles comme 
les périmètres de leurs hases. 
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PROPOSITION ni. 


THEOREME. 


La surface /aient le tCun cylindre a pour mesure la 
circonférence de sa base multipliée par sa hauteur. 

Inscrivons dans la base du cylindre un po- 
^ lygone régulier, et construisons le prisme droit 
qui a pour base ce polygone, et même hau- 
teur que le cylindre. 

Soit P le périmètre de la base, S la surlace 
latérale du prisme, et H la hauteur du cylin- 
- dre; on a S = P X H. 

Mais la surface latérale du cylindre est la limite de la 
surface d’un prisme inscrit dont le nombre des faces croit 
indéfiniment; donc on aura la mesure de la surface du 
cylindre en prenant la limite de P X H. Or le périmètre P 
du polygone inscrit a pour limite la longueur de la circon- 
férence, et le facteur H est constant; donc enfin , 

surf, cylindre = cire. X H. 
PROPOSITION IV. 

THÉORÈME. 

✓ 

Le volume d’un cône a pour mesure le produit de 
sa base par le tiers de sa hauteur. 

s Inscrivons dans la base du cône un 

. 7j Y polygone régulier, et construisons la py- 

\ ramide ayant pour base ce polygone, et 

/ / \ \ pour sommet, le sommet du cône. 

^ JjA Soit B la surface du polygone inscrit, 

[_ o 1 V le volume de la pyramide et II la hau- 

" tcur du cône; on a 

v=dx5; 


*{\ l o 1 
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Or le volu'me du cône est la limite du volume d une 
pyramide inscrite dont le nombre des faces croît indéfini- 
ment. D’ailleurs la base I) de la pyramide a pour limite la 

surface du cercle, et le facteur est constant; donc 
vol. cylindre = cercle X 

Corollaire. Un cône est le tiers d’un cylindre de même 
base et de même hauteur ; d’où il suit, 

i° Que les cônes d’égale hauteur sont entre eux 
comme leurs bases; 

2 0 Que les cônes de bases égales sont entre eux comme 
leurs hauteurs ; 

3° Que les cônes semblables sont entre eux comme les 
cubes des diamètres de leurs bases , ou connue les cubes 
«le leurs hauteurs. 

Scolie. Soit R le rayon de la base d’un cône, H sa hau- 
teur, la solidité du cône sera ttR 3 x j II ou ^ ~R 3 II. 

PROPOSITION V. 

THÉORÈME. 

I.e cône tronqué ADEB, dont AO, DP, sont tes 
rayons des bases et PO la hauteur , a pour me- 
sure 1 77. OP. (Ici + DP+ AO x dp). 

Soit TFGH une pyramide 
triangulaire de même hauteur 
que le cône SAB , et dont la 
base FGH soit équivalente à 
la base du cône. On peut sup- 
poser que ces deux bases sont 
placées sur un même plan; 
alors les sommets S et T se- 
ront à égales distances du 
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plan des bases, et le plan EPD prolongé fera dans la py- 
ramide la section IKL. Or je dis que cette section IKL est 
équivalente à la base DE; car les bases AB, I)E, sont 
entre elles comme les carrés des rayons AO, DP, ou 
comme les carrés des hauteurs SO, SP; les triangles FGH, 
IKL, sont entre eux comme les carrés de ces mêmes hau- 
teurs; donc les cercles AB, DE, sont entre eux comine 
les triangles FGH, IKL. Mais, par hypothèse, le triangle 
FGH est équivalent au cercle AB; donc le triangle IKL est 
équivalent au cercle DE. 

Maintenant, la base AB multipliée par ^SO est la soli- 
dité du cône SAB, et la base FGH multipliée par jSO est 
celle de la pyramide TFGH ; donc, à cause des bases équi- 
valentes, la solidité de la pyramide est égale à celle du 
cône. Par une raison semblable , la pyramide TIKL est 
équivalente au cône SDE; donc le tronc de cône ADEB est 
équivalent au tronc de pyramide FGHIKL. Mais la base 
FGH, équivalente au cercle dont le rayon est AO, a pour 

mesure irxAO; de même la base IKL = itxDP, et la 

moyenne proportionnelle entre iî X AO et r X 1)P 
est Tt X AO X DP, donc la solidité du tronc de pyra- 
mide, ou celle du tronc de cône, a pour mesure jOPx 

x AO + itX DP-4-7TX AOx DP), qui est la même chose 
que | n x OP X (ÂÔ+DP+AO x DP ). 

PROPOSITION VL 

THÉORÈME, 

La surface latérale <T une pyramide régulière S A BC I ) E 
a pour mesure le périmètre de sa base multiplié par la 
moitié de l’ apothème SI (*). 

(*) L'apothème est la perpendiculaire abaissée du sommet S sur un des côté» 
de In base de la pyramide. 
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En effet, la surface latérale de la 
pyramide régulière se compose des 
triangles isocèles égaux' SGI), SBC, 


SAU.... ; or on a 


SCD = CD x — > 

a 


SBC =BCx 


SI 


SI 

SAB = AB X — « 
a 


Donc, en ajoutant, on obtient pour la mesure de la sur- 
face latérale de la pyramide : 

SI 

(CD+BC+AB-hAE+ED)x — • 

PROPOSITION VII. 

THÉORÈME. 


La surface latérale d'an cône a pow • mesure la cir- 
conférence de sa base multipliée par la moitié île. son 
côté. 

Inscrivons dans la base du cône un 
polygone régulier ABCD , et construi- 
sons la pyramide régulière ayant pour 
base ce polygone, et pour sommet le 
point S. 

Soit P le périmètre du polygone, S 
« la surface latérale de la py ramide, et SI 
l'apothème; ori aura 

S = P X -• 
a 

Or, S a pour limite la surface latérale du cône; P a pour 
limite la circonférence OE; et il est facile de reconnaître 
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que SI a pour limite SE; car on a SE — SI<EI, et l'on 
sait que El peut devenir moindre que toute quantité don- 
née lorsque 1« nombre des côtés du polygone inscrit est 
suffisamment grand ; donc 

. SE 

suri, cône = cire. UE X 

a 

Sco ie. Soit L le côté d’un cône, R le rayon de sa base, 
la circonférence de cette base sera 27tR, et La surface du 
cône aura pour mesure a"I\ X^L, ou irRB. 

PROPOSITION VIII. 

THÉORÈME. 


La surface latérale du tronc de cane ADEB a pour 
mesure son coté AD multiplié par la demi-somme des 
circonférences de ses deux bases AB, 1)E. 



Dans le plan SAB cjui 
passe par l’axe SO, me- 
nez perpendiculairement 
à SA la ligne AF , égale 
à la circonférence qui a 
pour rayon AO ; joignez 
SF, et menez DH paral- 


lèle à AF. 

A cause des triangles semblables SAO , SDC, on aura 
AO : DC :: SA : SD ; et à cause des triangles semblables 
SAF, SDII, on aura AF : DII :: SA : SD; donc AF : DI1 :: 
AO : DG , ou :: cire. AO : cire. DC. Mais par construction 
AF — cire. AO ; donc DH =circ. DC. Cela posé, le trian- 
gle SAF, qui a pour mesure AF X ISA, est égal à la surface 
du cône SAB qui a pour mesure cire. AO X |SA. Par une 
raison semblable, le triangle SDH est égal à la surface du 
côneSDE. Donc la surface du tronc ADEB est égale à celle du 
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trapèze ADHF. Celle-ci a pour mesure AT) X 

donc la surface du tronc de cône ADEB fi pour mesure 
son côte AD multiplie par la demi-somme des circonfé- 
rences de ses deux bases. 

Corollaire. Par le point I, milieu de AD, menez IKL 
parallèle à AI) , et IM parallèle à AF ; on démontrera 
comme ci-dessus que IM = cire. IK. Mais le trapèze 
ADHF=AD X IM=AD X cire. IK. Donc on peut dire en- 
core que la surface d’un tronc de cône a pour mesure son 
côté multiplie par la circonférence d'une section faite à égale 
distance des deux bases. 

Scolie. Si une ligne AD, située tout entière d’un même 
côté de la ligne OC et dans le même plan, fait une révo- 
lution autour de OC, la surface décrite par AD aura pour 
Çcirc. AO -f- cire. DC' 


mesure AD X ( 


0 - 


ou AD X cire. IK, les 


lignes AO, DC, IK, étant des perpendiculaires abaissées 
des extrémités et du milieu de la ligne AD sur Taxe OC. 

Car, si on prolonge AD et OC jusqua leur rencontre 
mutuelle en S, il est clair que la surface décrite par AD 
est celle d'un cône tronqué dont OA et DC sont les rayons 
des bases, le cône entier ayant pour sommet le pointS. 
Donc cette surface aura la mesure mentionnée. 

Cette mesure aurait toujours lieu, quand même le point 
D tomberait en S, ce qui donnerait un cône entier, et 
aussi quand la ligne AD serait parallèle à 1 axe, ce qui don- 
nerait un cylindre. Dans le premier cas DC serait nulle, 
dans le second DC serait égale à AO et à IK. 


PROPOSITION IX. 

THÉORÈME. 


La surface engendrée par une portion de polygone 
régulier ABCD, tournant autour d’un diamètre FG, a 
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pour mesure lu circonférence du cercle inscrit dans le 
polygone ABCI), multipliée par la projection MQ du 
contour ABCD sur le diamètre FG. 

Le point I étant au milieu de AB» 
et IK étant une perpendiculaire à 
l’axe abaissée du point 1, on a 

F M K H <) p ^ Surf ’ AB = AB X circ ‘ 1K - 

Menez AX parallèle à l’axe, les triangles ABX , OIK, 
auront les côtes perpendiculaires chacun à chacun; dont 
ces triangles sont semblables, et donnent la proportion 
AB : AX ou MN :: 01 : IK :: cire. 01 : cire. IK; 

d'où 

AB x cire. IK = MN X cire. 01 ; 

donc 

surf. AB = MN X cire. 01. 

On verrait de même que 

surf. BG = NP X cire. 01, 
et surf. CD = PQ X cire. 01; 

donc, en ajoutant 

surf. ABCD= (MN-f-NP x PQ) X cire. OI=MQ X cire. 01. 

Corollaire. Si l’on considère un 
C polygone régulier d’un nombre de cô- 
tés pair, et que l’axe FG passe par 
deux sommets opposés F, G, la sur- 
o face entière décrite par la révolution 
du demi-polygone FACG sera égale à son axe FG multi- 
plié par la circonférence du cercle inscrit. Cet axe FG sera 
en même temps le diamètre du cercle circonscrit. 



(*) Noos entendons par sut/. AB t surf.BC, les surfaces engendiécs par le» 
lignes AB , BC. . . 
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DEFINITIONS. 


Ii I. Une zone sphérique est une por- 

j. tion de la surface de la sphère comprise 

_ H -j — — entre deux plans parallèles qui en sont 

j " 1 j les bases. L'un des plans peut être tan- 

j gent à la sphère ; alors la zone n'a 
\ / qu’une base. 

- j; — ^ II. La hauteur d’une zone est la dis- 

tance des plans des deux bases. 

III. Si l’on conçoit que la demi-circonférence DAE, tour- 
nant autour du diamètre DE, engendre la surface de la 
sphère, en même temps l'arc FH décrira la surface d’une 
zone. 

PROPOSITION X. 

THÉORÈME. 


L’aire dune zone sphérique est égale à sa hauteur 
multipliée par la circonférence d un grand cercle. 

A _J? . Soit la zone engendrée par l’arc AU 

* j tournant autour du diamètre MN. 
g/' \ Inscrivons dans l’arc AB une por- 

'/ \ I tion de polygone régulier ADCB, et dé- 

[/ \ j signons par S la surface engendrée par 

ADCB tournant autour de MN ; on 


S = cire. 01 x EF. 

\ 

\ Or nous admettons comme une pro- 

'V , position évidente que la surface en- 

^ v ' gendrée par l’arc AB est la limite de la 
surface engendrée par une portion de polygone régulier 
inscrite, dont le nombre des côtés croît indéfiniment. On 
aura donc la mesure de la zone eu prenant la limite de 
cire. 01 x EF. 
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Mais cire. 01 a pour limite cire. OM, et le facteur EF 
est constant; donc 

zone AB = cire. OM X EF. 

Corollaire I. Dans des sphères égales, deux zones sont 
entre elles comme leurs hauteurs. 

Corollaire II. La surface de la sphère, pouvant être con- 
sidérée comme une zone dont la hauteur est égale au dia- 
mètre, a pour mesure la circonférence d’un grand cercle 
multipliée par le diamètre. 

Soit R le rayon de la sphère, on aura donc 
surf. sph. = 27 ïR X 2 II = 4“R 2 1 
d’où l’on voit que la sphère est égale à quatre grands 
cercles» 

Corollaire III. La surface de la sphère étant ainsi me- . 
surée avec le carré construit sur l'unité de longueur, on 
pourra facilement évaluer avec la même unité les fuseaux, 
les triangles et les polygones sphériques, puisqu’on a trouvé, 
dans le livre VII , leur rapport au triangle tri-rectangle , 
qui est la huitième partie de la sphère. 

PROPOSITION XJ. 

THÉORÈME. 


Le volume engendré par un triangle tournant au - 
tour d’un axe situé dans son plan, et passant par un 
rie ses sommets , a pour mesure la surface décrite par 
te coté opposé à ce sommet , multipliée par le tiers de 
la hauteur correspondante à ce côté. 



i° Supposons d’abord que le 
triangle CAB tourne autour d’un 
de ses côtés CB. Le volume en- 
gendré par CAB est la somme des 
cônes décrits par les triangles rec- 
tangles CAD, ADB; on a donc 


16 
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(*) -vol. CAB=i7r.AD.CD+lTv.AD.DB=I^.AD.CB (i). 

Or, si l’on abaisse CG perpendiculaire sur AB , on a 
CGxAB=CBxAD, car ces deux produits mesurent le 
double de l’aire du triangle CAB; remplaçant dans l’éga- 
"Hté ( i ) ADxClî par CG X AB , il vient 

^ vol. C AB=dr . AD . CG . AB=1-CG . t: . AD . AB. 

Or tt.AD.AB mesure la ..surface latérale du cône qui 
serait engendrée par AB, donc 

vol. CAB = surf. ABx|CG. 


A 



pendiculaire sur AB. 


a° Supposons maintenant que 
le triangle CAB tourne autour 
d’une droite CD passant par un 
de ses sommets ; prolongeons 
AB jusqu’à sa rencontre avec 
l’axe en D, et abaissons CE per- 


On aura vol. CAB = vol. CAD — vol. CBD. 

Or vol. CAD=surf. AD x-^CE; 

et vol. CBD=surf. BD x |CE. 

Donc vol. CAB=(surf. AD — surf. BD)XjCE 


=surf. ABx^CE. 

3° La démonstration précédente supposant que le côté 
AB vienne rencontrer l’axe CD , examinons le cas où ces 
deux lignes sont parallèles. 

Abaissons AE et BD perpen- 
diculaires sur l’axe CD , et CE 
perpendiculaire sur AB ; nous au- 
rons évidemment 

0 E D 



vol. CAB = vol. CA E vol. ABDE — vol. CBD. 


(*) Nous appelons toI, CAB te volume engendré par le triangle CAB tour- 
nant autour deÇB- 
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Or vo!. CAE =Iiï.ÂKCE 

vol. ABDE= -. AE.ED 
vol. CBD =1 t:."aË’.CD. 

Ajoutant les deux premières égalités, et retranchant la 
troisième, il vient 

vol. CAB=sjÂE (ICE+ED— iCD). 

Et comme CD=:CE+ED, l’égalité précédente devient 

vol. CAB=^!ÂË\ § . ED=^AE . 27:. AE . ED 
=|CF.surf. AB; 

ce qui s’accorde avec l’énoncé du théorème. 

PROPOSITION XII. 

THÉORÈME. 

Soit ABCD une portion de polygone régulier : si on 
imagine que le secteur polygonal AOD , situé (F un 
même cûtê du diamètre l’G, fasse une révolution au- 
tour de ce diamètre , le solide décrit aura pour mesure 
la surface engendrée par le contour ABCD, multipliée 
par le tiers de l’apothème 01. 

En effet, le volume engen- 
dré par le secteur AOD est la 
somme des volumes engendrés 

G 

par les triangles isocèles égaux 
AOB, BOG, COD. 

O* vol. AOB=surf. AB x |0I 

vol. BOC=surf. BC x£OI 
vol. COD=surf. CDxjoi. 

Donc, en ajoutant, on a 

vol. AOD=iOI (surf. ABq-surf. BC-f-surf. CD) 

= 3 01 -f- surf, ABCD. 

16. 
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GEOMETRIE. 


DEFINITIONS. 


I. Tandis que le demi-cercle DHE, tour- 
nant autour du diamètre DE, décrit la sphère, 
tout secteur circulaire FCH décrit un solide 
appelé secteur sphérique. 

Le secteur sphérique est terminé par la 
zone que décrit l'arc FH. 

II. Un segment de sphère est la partie du 
volume de la sphère comprise entre deux 

parallèles. 

hauteur du segment est la distance des plans paral- 



PROPOSITION XIII. 


THEOREME. 


Un secteur sphérique a pour mesure la zone qui lui 
sert de hase, multipliée par le tiers du rayon. 

Soit AOB le secteur circulaire qui, 
en tournant autour de MN, engendre 
le secteur sphérique. 

Inscrivons dans l'arc AB une por- 
tion de polygone régulier ADCB; et ap- 
pelons V le volume engendré par le 
secteur polygonal ADCBO; on aura 
V = surf. ADCB X j 01. 

Or nous admettrons comme une 
en ose évidente que le volume du sec- 
teur sphérique est la limite du volume 
engendré par le secteur polygonal, lorsque le nombre des 
côtés de la portion inscrite dans l’arc AB croît indéfini- 
ment. 
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On aura donc la mesure du secteur sphérique, en pre- 
nant la limite de snrf. ADCB x ^01; mais surf. ADCB a 
pour limite zone AB, et 01 a pour limite OM; donc 

secteur sphérique = zone ABx^OM. 


Scolie I. Si le secteur circulaire qui décrit le secteur 
sphérique devenait égal au demi-cercle , le volume engen- 
dré serait celui de la sphère; mais alors la zone qui sert 
de base au secteur sphérique serait la surface de la sphère; 
d’où l’on voit que le volume d’une sphère a pour mesure 
sa surface multipliée par le tiers du rayon. 

Scolie II. Soient R le rayon de la sphère, et H la hauteur 
de la zone qui sert de hase au secteur sphérique; la zone 
a pour mesure 277R.H; donc le secteur sphérique a pour 
mesure 2t:R.H.|R ou |irR a .H. 

Dans le cas où le secteur sphérique devient égal à la 
sphère, on a H= 2 R ; donc la mesure du volume de la 
sphère est |irR 2 aR ou *~Il ;1 . 

Si l'on appelle D le diamètre de la sphère, on a R = — ; 


D’ ; , . 

d’où R 3 = — ; le volume de la sphère s'exprimera donc 

O 

D 3 

aussi par ou j'SïD 3 . 


PROPOSITION XIV. 


THÉORÈME. 


La surface de la sphère est à la surface totale du 
cylindre circonscrit [en y comprenant ses hases) comme 
2 est à 3. Les volumes de ces deux corps sont entre 
eux dans le même rapport. 
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Soit MPXQ le grand cercle de la 
sphère, ABCD le carre circonscrit ; si 
on fait tourner à la fois le demi-cercle 
PMQ et le demi -carré PADQ au- 
tour du diamètre PQ, le demi-cercle 
décrira la sphère, et le demi- carré 
décrira le cylindre circonscrit à la 
sphère. 

La hauteur AD de ce cylindre est égale au diamètre PQ, 
la hase du cylindre est égale au grand cercle, puisqu’elle 
a pour diamètre AB égale à MN ; donc la surface convexe 
du Cylindre est égale à la circonférence du grand cercle 
multipliée par son diamètre. Cette mesure est la même que 
celle de la surface de la sphère * : d'où il suit que la sur- 
face de la sphère est égale à la surface latérale du cylindre 
circonscrit. 

Mais la surface de la sphère est égale à quatre grands 
cercles ; donc la surface latérale du cylindre circonscrit est 
égalé aussi à quatre grands cercles : si on y joint les deux 
bases qui valent deux grands cercles, la surface totale du 
cylindre circonscrit sera égale à six grands cercles ; donc 
la surface de la sphère est à la surface totale du cylindre 
circonscrit comme 4 est à 6, ou comme 2 est à 3. C’est 
le premier point qu’il s’agissait de démontrer. 

En second lieu, puisque la hase du cylindre circons- 
crit est égale à un grand cercle, et sa hauteur au diamètre, 
le volume du cylindre sera égal au grand cercle multiplié 
* 1- par le diamètre*. Mais le volume de la sphère est égal" à 
* l3 ‘ quatre grands cercles multipliés par le tiers du rayon *, 
ce qui revient à un grand cercle multiplié par j du rayon, 
ou | du diamètre; donc la sphère est au cylindre circons- 
crit comme 2 est à 3, et par conséquent les volumes de 
ces deux corps sont entre eux comme leurs surfaces. 

Scolie. Si on imagine un polyèdre dont toutes les faces 
touchent la sphère , ce polyèdre pourra être considéré 


a /|6 
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comme composé üe pyramides (pii ont toutes pour som- 
met le centre de la sphère, et dont les bases sont les dif- 
ferentes faces du polyèdre. Or il est clair que toutes ces 
pyramides auront pour hauteur commune le rayon de la 
sphère ; de sorte que chaque pyramide sera égale à la face 
du polyèdre qui lui sert de hase, multipliée par le tiers du 
rayon : donc le polyèdre entier sera égal à sa surface mul- 
tipliée par le tiers du rayon de la sphère inscrite. 

On voit par là que les volumes des polyèdres circons- 
crits à la sphère sont entre eux comme les surfaces de ces 
mêmes polyèdres. Ainsi , la propriété que nous avons dé- 
montrée pour le cylindre circonscrit est commune à une 
infinité d'autres corps. 

On aurait pu remarquer également que les surfaces des 
polygones circonscrits au cercle sont entre elles comme 
leurs contours. 

PROPOSITION XV. 

THÉORÈME. 



Le solide engendré par le segment cir- 
culaire BMI) tournant ■ autour d'un dia- 
mètre ACG extérieur à ce segment, a 
pour mesure la sixième partie du cercle 
qui aurait pour rayon la corde BD du 
segment, multipliée par la projection 
EF de la corde. BD sur l’axe AC. 


En effet, on a vol. BMD=vol. CDMB — vol. C.DB. 


Or 

vol. CDMB— f~CB . EF 

(0 


vol. CDB=jCI X surf. DB. 


Et comme 

surf. DB=2-CI.EF, 


011 a 

vol. cdb=|^cï!ef. 

W 
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Retranchant l’égalité (2) de l’égalité (1), membre à mem- 
bre, il vient: 

vol. BMD==i:.EF ]CB — CI). 

D'ailleurs, dans le triangle CBI, on a 

bd’ 


CB — a = BI = 


4 * 


Donc 


vol. BMD=|tc . EF . 5 j? = irBD ' EF. 


Scolie. Le solide décrit par le segment BMD est à la 
sphère qui a pour diamètre BD, comme ^rc.BD.EF est 
à |^.BD, ou :: EF : BD. 

PROPOSITION XVI. 

THÉORÈME. 

Tout segment de sphère , compris entre deux plans- 
parallèles , a pour mesure la demi • somme de ses 
hases multipliée par sa hauteur, plus ta solidité de la 
sphère dont cette même hauteur est le diamètre. 

Soient BE, DF, les rayons des bases du 
E segment, EF sa hauteur, de sorte que le 
segment soit produit par la révolution de 
F l’espace circulaire BMDFE autour de l’axe 
c FE. 

Ou a * vol BMD = £ - .BD . EF, 

*vol BDFE=i- . EF’ . (BË V DF+BE . DF) ; 
donc le segment de sphère qui est la somme de ces deux 
volumes a pour mesure 



\ s . EF . ( 2BE + aDF -f- 2BE . DF 


BD 
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Mais, en menant BO parallèle à EF, on aura 

DO=DF — BE, DÔ=rDF — 2 DF . BE-f-ÜË*, 
et par conséquent 

BD^ÆVd5=ËF+DF— 2DFxBEh-BË’ • 


Mettant cette valeur à la place de BD dans l'expression du 
segment, et effaçant ce qui se détruit, on aura pour la 
solidité du segment, 

jn . EF . (3BË+ 3 DF+Êf’), 

expression qui se décompose en deux parties ; l’une 

'i:.BË+ir.DF> 


|-.EF.(3BE+3DF),ou EF 


ZF Ç> :.BE+-.D1^ 


est la demi-somme des bases multipliée par la hauteur; 

l’autre |iî.EF représente la sphère dont EF est le dia- 
mètre * : donc tout segment de sphère , etc. 

Corollaire. Si l’une des hases est nulle , le segment dont 
il s’agit devient un segment sphérique à une seule hase ; 
donc tout segment sphérique à une base équivaut a la moi- 
tié du cylindre de même base et de même hauteur , plus la 
sphère dont celte hauteur est le diamètre. 


FIN Dü HLIT1ÈME LIVRE. 
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GEOMETRIE DANS I/ESPACE. 


■ — »»■ — 

THÉORÈMES A DÉMONTRER. 

i. Si une droite est perpendiculaire à un plan, tout plan 
parallèle à cette droite sera perpendiculaire au premier plan. 

а. Deux droites parallèles funt des angles égaux avec le même 
plan. 

3. Si dans un angle trièdre deux des angles plans sont égaux, 
les dièdres opposés seront égaux , et réciproquement. 

4. Dans un angle trièdre , à un plus grand dièdre est opposée 
une plus grande face, et réciproquement. 

5. Les trois plans perpendiculaires aux faces d'un angle tric- 
dre, menés suivant les trois bissectrices des angles plans de ce 
trièdre, se rencontrent suivant la même droite. 

б. Les trois plans menés suivant les arêtes d’un angle trièdre 
perpendiculairement aux faces opposées se coupent suivant la 
même droite. 

7. Les plans menés par les arêtes d’un angle trièdre et les 
bissectrices des faces opposées se coupent suivant une même 
droite. 

8. Si par le sommet d’un angle trièdre on mène dans chaque 
face une perpendiculaire sur l'arête opposée , ces trois perpendi- 
culaires seront dans un même plan. 

9. Dans tout tétraèdre, les lignes qui joignent les milieux des 
arêtes opposées se coupent mutuellement en deux parties 
égales. 

ut. Deux tétraèdres qui ont un angle solide égal sont entre 
eux comme les produits des arêtes qui comprennent I angle so- 
lide égal. 
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il. Deux tétraèdres qui ont un angle dièdre égal sont entre eux 
connue les produits des faces qui comprennent cet angle dièdre.- 

i a. • I.e plan bissecteur d’un angle dièdre d’une pyramide trian- 
gulaire divise l’arête opposée en deux segments proportionnels 
aux faces adjacentes. 

1 3 . Si un tétraèdre renferme un angle solide tri-rectangle, le 
carré de la face opposée sera égal à la somme des carrés des 
trois autres. 

14. Le volume d’un paralléiipipède tronqué a pour mesure le 
produit de sa base par la perpendiculaire abaissée du centre de 
la base supérieure sur la base inferieure. 

1 5 . Dans un tétraèdre , les lignes qui joignent chaque sommet 
au point de concours des médianes de la face opposée se cou- 
pent en un même point. ( Ce point est le centre de gravité du 
tétraèdre.) 

16. La perpendiculaire abaissée du centre de gravité d’un té- 
traèdre sur un plan, est la moyenne des perpendiculaires abais- 
sées des quatre sommets du tétraèdre sur le même plan. (Com- 
ment doit-on interpréter le théorème, lorsque les sommets ne sont 
pas d’un même côté par rapport au plan? ) 

17. Tout plan passant par les milieux de deux arêtes oppo- 
sées d’un tétraèdre divise ce tétraèdre en deux parties équiva- 
lentes. 

18. Par quatre points non situés dans un même plan on peut 
faire passer une sphère , et on n’en peut faire passer qu’une. 

19. Dans tout tétraèdre on peut inscrire une sphère. 

20. Lorsque trois sphères se coupent deux à deux , les plans 
des trois cercles d’intersection se coupent suivant une même 
droite perpendiculaire au. plan des trois centres. 

21. Quand trois droites rectangulaires-coupent une sphère, et 
passent parun même point, la somme des carrés des cordes com- 
prises est constante. 

LIEUX GÉOMÉTRIQUES ET PROBLÈMES. 

Dans la géométrie plane, nous avons défini lieu géomé- 
trique , une ligne renfermant tous les points du plan 
jouissant d’une propriété commune. De même, dans la 
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géométrie de l’espace, on appelle lieu géométrique la série 
•«.les points de l’espace qui satisfont à une ou «leux condi- 
tions données. Ce lieu géométrique peut être une surface 
ou une ligne. 

Ainsi , la sphère est le lieu géométrique des points situés 
à une même distance d’un point donné, et la perpendicu- 
laire élevée au plan d'un cercle en son centre est le lieu 
géométrique des points qui sont «‘gaiement distants de tous 
les 'points de la circonférence. 


i. Trouver le lieu des points à égale distance de deux points 
donnés. 

а. Trouvcrle lieu des points également distants de trois points 
donnés. 

3. Trouver le lieu des points également distants de deux plans 
donnés. 

fi. Trouver le lieu des points également distants de trois plans 
donnés. 

5. Trouver le lien des points de l’espace également distants 
«le deux droites situées dans un même plan. 

б. Lieu «les points de l’espace à égale distance de trois droites 
situées dans un même plan. 

7. Trouver le lieu «les points tels que la somme des distances 
«le chacun d’eux à deux plans donnés soit égale a une ligne 
donnée. 

8. Trouver le lieu «les points tels que la somme des carrés des 
«listances de chacun tl’eux à «leux points donnés soit égale à un 
carré donné. 

9. Trouver le lieu des points tels que la «lifférence des carrés 
«les distances «le chacun «le ces points à deux points donnés soit 
égale à un carré donné. 

K). On coupe par une suite de plans pai'allèles deux «Iroites 
non situées dans un même plan , et on tire les lignes qui joignent 
les points d’intersection de chacun de ces pians avec les deux 
droites données; on demande le lieu g«*ométrique des points 
qui divisent toutes ces lignes de jonction «lans le rapport 
«le m à n. 
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ii. Étant données deux droites rectangulaires non situées dans 
un même plan , on insère entre ces deux droites des ligues de 
longueur donnée, et on demande le lieu géométrique des mi- 
lieux de ces droites. 

la. Calculer le volume engendré par un hexagone régulier , 
tournant autour d’un de ses côtés. 

1 3. Trouver le volume engendré par un demi-décagone régu- 
lierdont le côté est a, tournant autour du diamètre du cercle cir- 
conscrit. 

14. Trouver lasurface de la terre eu mvriamètres carrés. 

15. Trouver quelle serait la mesure d’une pyramide, si l’on 
prenait pour unité de volume la sphère qui a pour rayon l’unité 
linéaire, et pour unité de surface le cercle qui a pour rayon l'u- 
nité de longueur. 

16. Les angles d’un triangle sphérique sont respectivement : 
58° 18', 64° 8', 8a° l\'i le rayon de la sphère est 6 ln ; calculer en 
mètres carrés la surface du triangle sphérique. 

17. Trouver le volume d’un segment sphérique à une base 
dont la hauteur est 4 m , et situé sur une sphère dont le rayon 
est 9 m . 

18. Les rayons des bases d’un cône tronqué sont 3 m et 5 m , et 
son arête a 7™ de longueur; trouver la surface et le volume du 
cône tronqué. 


FIS DES ÉLÉMENTS DE GÉOMÉTRIE. 
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APPENDICE AU LIVRE III. 

THÉORIE DES TRANSVERSALES. 


On appelle Transversale une ligne droite qui vient rencontrer 
«111 système de plusieurs lignes. 

THÉORÈME 1. 

Si les trois côtés d'un triangle , prolongés s’il le faut , sont cou- 
pés par une transversale, il y a sur chaque côté deux segments, et 
res six segments sont tels que le produit de trois d’entre eux, n'ayant 
aucune extrémité commune , est égal au produit des autres. 

A Soit ABC le triangle proposé , et DEF 

j) / \ la transversale. Menons, par le point C, 

une parallèle CG au côté AB, jusqu’à 1 a 
F rencontre de la transversale. Les triangles 
semblables ADE , EGC , donnent la pro- 
portion AE : CE :: AD : CG, 
d’où AExCG = CEXAD (1). 

^ Les triangles semblables CGF, FBD , 
donnent aussi la proportion CF : BF :: CG : BD, 
d'oii l’on déduit CFXBD = BFXCG (a), 

multipliant les égalités (1) et (2) , et divisant par le facteur com- 
mun CG, on a 

aexcfxbd=adxbfxce. 

THÉORÈME II. 



G £ 


Réciproquement , si trois points pris en nombre pair sur les côtés 
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il' un triangle et en nombre impair sur les prolongements des côtés, 
déterminent six segments tels que le produit de trois d’entre eux 
non consécutifs soit égal au produit des trois autres, ces trois points 
seront en ligne droite. 

A Soit ABC le triangle, et soient D, E, I-', 

trois points tels que 

ADXBFXCE = BDXCFXAF, (i); 

B C F' F je dis que les trois points D, E, F, seront en 

ligne droite; car si ta droite DE rencontrait BC en un point F' 
différent de F, on aurait, en vertu du théorème précédent, 

ADXBF'XCE = BDXCF'X AE (i). 

Divisant l’égalité (i) par l’égalité (a), et supprimant les facteurs 

... BF CF. 

communs, il vient — -= — 

BF' CF 

d’où BF — CF : BF' — CF' : : BF : BF', 

ou encore BC : BC : : BF : BF' ; 

proposition évidemment fausse, à moins que le point F' ne se 
confonde avec le point F. 

Remarque. Ce théorème donne souvent le moyen de recon- 
naître très-simplement si trois points sont en ligne droite; nous 
allons en donner un exemple. 


ou encore 


Deux circonférences A et B étant données , si l’on mène deux 
rayons AM, BN, parallèles et dirigés dans le meme sens, la 
droite MN, qui joint leurs extrémités , rencontrera la ligne des 
centres en un point C, qui sera le même, quelle que soit la direction 
îles rayons parallèles AM , BN. 



En effet , les trian- 
gles semblables AMC, 
BNC donnent la propor- 
tion 

AC : BC :: AM:BN; 
d’où AC — BC ou 
AB : BC : : AM— BN : BN. 
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Or, AB, AM — AN, BN, sont des quantités constantes; donc 
l’.C aura aussi une valeur constante. 

Ce point C est appelé Centre de similitude directe des deux 
circonférences, et sa position sur la ligne des centres est déter- 
minée par la proportion AC : BC AM : BN. On verrait, en 
outre, très- facilement , que ce point est à la rencontre des tan- 
gentes communes extérieures. 

LOME IL. 

Etant données deux circonférences A et B, si f on mène les 
rayons AM, BN, paroi êtes et dirigés en sens contraire, la droite 
JIN rencontrera la ligne tics centres en un point C, qui sera le 
même, quelle que soit la direction des rayons AM, BN. 

En effet, les triangles sera- 
blaldcs A MC, BNC, donnent 
la proportion 

ac : CB :: am ; bn. 

Le point C divise la droite 
AB dans le rapport des deux 
rayons; donc ce point est 
constant. 

Oit appelle ce point Centre de similitude inverseùeA deux cir- 
conférences. On peut voir aussi quel est le point de concours 
des tangentes communes intérieures. 

THÉORÈME III. 

Les centres de similitude directe de trois cen-les , pris deux à 
deux, sont en. ligne droite. 

Soient À, B, C, les centres 
des trois cercles; R, R', R", 
M leurs rayons, et soient M,N,P, 
les centres de similitude di- 
recte de ces cercles pris deux 
à deux ; on a 

A3I : BM :: R : R' 

Bl> : CP :: R' : R" 

CN : AN R" : R. 
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Multipliant ces proportions terme à terme il vient 

amxbpxcn:bmxcpxan::rxr'xR":R'xR"xR; 

d’où AM X BP X CN = BM X CP X AN. 

Or, par rapport au triangle ABC, AM, BP, CN, sont trois 
segments n’ayant pas d’extrémité commune, et BM, CÎP, AN, 
forment trois autres segments non consécutifs, et puisque le pro- 
duit des trois premiers est égal au produit des trois autres, on 
en conclut que les points M, N, P, sont en ligne droite. 

Remarque. Le même théorème aurait lieu si l’on prenait deux 
centres de similitude inverse et un de similitude directe. 

THÉORÈME IV. 

Sites côtés (l’un polygone plan, ou leurs prolongements, sont 
coupés par une transversale , il y aura, sur chaque côté , deux 
segments formés par la transversale , tels que le produit des seg- 
ments qui n’ont pas d’extrémités communes sera égal au produit 
de tous les autres. 

Soit, par exemple, le pen- 
tagone ABCDK, coupé par 
la transversale mnpqr ; je dis 
qu’on aura 

An . Br . Cm . Dq . Et 
— Bn.Cr.Dm.Ey.Az. 

En effet, menons de l’un des sommets A du polygone des dia- 
gonales à tous les autres sommets, et prolongeons-les jusqu’à 
leur rencontre avec la transversale. 

Les triangles ABC, ACD, AED, considérés séparément comme 
coupés par la transversale, donneront 

An. Br .Q3 = Bn.Cr .A p 
A p . Cm . D.f = C p . Dm . As 
As . D q . Et = Df . Eijr . A t. 

Multipliant ces égalités, et supprimant les facteurs communs, 
il vient 

An. Br. Cm . D<jF.E/ = Bn. Cr.D/n. E</. A t. 

*7 


A 
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THÉORÈME V. 


Si Von projette sur un plan les différentes portions d'une droite , 
chaque projection sera égale à la portion de droite correspondante , 
multipliée par un nombre constant pour toutes ces droites. 


A 



ou, à cause de de — DF et ba 
de 
DC 


Projetons sur le plan MN 
les portions AB, CD, de la droite 
AE, et soient ab, cd, ces pro- 
jections; puis menons DF et BH, 
parallèles à E a. 

Les triangles semblables CDF, 
ABH, donneut la proportion 

BH 

âb’ 

BH, 

ab . 

Âb’ 


doue, si 
ou aura 




d’où 

d’où 


de — DC X ni, 
ab — AB X ni. 


THÉOBÙMK vi. 

Si les côtés d’un polygone gauche, ou leurs prolongements, sont 
coupes par un plan transversal , il y aura, sur chaque côté, deux 
segments tels, que le produit de tous ceux de ces segments qui n’ont 
pas d extrémité commune, sera égal au produit de tous les autres. 

Soit afsSyâ le polygone pro- 
posé, et soient s, X, fi, p, les 
points où les côtés «P» Pt» «y, 
aS, rencontrent le plan trans- 
versal. Projetons ce polygone 
sur un plan perpendiculaire 
au plan transversal. 
s E -M LUS Supposons que ABCD soit 


A 
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cette projection, et soit SN l’intersection du plan de projection 
et du plan transversal. 

Si nous prolongeons les côtés du polygone ABCD jusqu’à 
leur rencontre avec SN, on aura, d’après le théorème iv. 


AE . BL . CM . DR = BE .CL . DM . ÀR (i). 

Or, AE et BE sont les projections, sur un même plan, des 
segments oce, (3e, du polygone gauche ; on a donc * 

AE — aE.m; BE = Se . m ; 
on a de même BL = (3X.«, CL = yX.n, 

CM = y u- -p, DM = Sia .p, 

DR = §p . r, AR = ap . r. 


Remplaçant dans l’égalité (i) les segments AF. , BE, BL, 
CL, . . ., par leurs valeurs, et divisant de part et d’autre, par 
m.n.p.r, il vient 

as.!3X.Y[Ji.8p = (3s. yX.8pi.ap , 


ce qu’il fallait démontrer. 


5 


THÉOBÈMV. VII. 


Si l’on joint un point O pris dans le plan d’un triangle ABC , 
aux trois sommets de ce triangle, ces droites déterminent sur les 
côtés du triangle, ou sur leurs prolongements, six segments, tels 
que le produit AE.BD.CE de trois segments non consécutifs, est 
égal au produit FB.DC. AE des trois autres. 



En effet, le triangle ABD, coupé 
par la transversale F C , donne l’éga- 
lité 

AF.BC.DO = BF.DC.AO (i). 

Pareillement, le triangle ADC, 
coupé par la transversale BE, donne 
AO . BD . EC = OD . BC . AE (i). 

Multipliant membre à membre les 
égalités (i) et (a), et supprimant les 
facteurs communs, il vient 

AF.BD.EC = BF.DC.AE. 
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Réciproquement , si trois points F, D, E, en nombre impair sur 
les côtés d'un triangle ABC, et en nombre pair sur les prolonge- 
ments , sont tels que le produit de trois segments non consécutifs , 
AF.BD.EC, soit égal au produit des trois autres BF.DC.AE, 
les droites qui joignent ces points aux sommets opposés se cou- 
peront en un même point. 

En effet, si la droite AD ne passe 
pas par le point de concours O des 
droites CF, BF, tirons la droite AO, 
qui rencontre BC au point G; on 
aura, en vertu du théorème précé- 
dent, 

AF . BG . EC = BF . GC . AE (1); 
mais, par hypothèse, 

AF.BD.EC = BF.DC.AE (2). 
D' * d’où, divisant membre à membre, 

BG _ GC BG _ BD 

BD — DC ° U GC DC’ 

ce qui ne peut avoir lieu qu’autant que le point G se confond 
avec le point D. 

Corollaire. Les bissectrices AD, BE , CF, des angles d’un 
triangle ABC se coupent en un même point. En effet, AD étant 
la bissectrice de l’angle BAC, on a 




on a de meme 


BD 

DC" 

AF_ 
FB ‘ 
CE 
AE' 


AB. 

: AC 7 


AC 

BC’ 

BC 

"AB* 


Multipliant membre à membre, il vient 

BD .AF .CE _ t BD.AF.CE = DC.FB.AE. 

DC.FB.AE 

Donc, les bissectrices doivent concourir en un même point. 
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On démontrerait semblablement que les trois hauteurs d’un 
triangle concourent en un même point , et qu’il en est de même 
des droites qui joignent les sommets du triangle aux milieux des 
côtés opposés. 


DEFINITIONS. 


I. Une ligne AB est divisée harmoni- 


quement aux points P et Q, lorsque 

AP :PB :: AQ : BQ. 

II. On en déduit AP : AQ : : PB : BQ. 

Donc la droite PQ est aussi divisée harmoniquement par les 
points A et B. 

III. Les quatre points A, B, P, Q, sont dits harmoniques} 
A et B sont dits conjugués , ainsi que P et Q. 

IV. Si l’on joint les quatre points har- 
moniques A, B, P, Q, à un point S, ou 
aura un système de quatre droites SA, SB, 
SP, SQ, qui prend le nom de faisceau 
harmonique. 

Il est évident que toute droite apbq, pa- 
“q rallèle à APBQ, sera divisée harmonique- 
ment par le faisceau. 



THEOBEKE IX. 


Toute droite aMNR qui coupe un faisceau harmonique S APBQ , 

est divisée harmoniquement par ce faisceau, et l’on a 

«M : MN : : «R : NR. 

En effet, menons par le point a, aq 

parallèle à AQ, et considérons le triangle 

nNô, coupé par la transversale S p, on a 

al/l.pb.SK =MS .ap. S. 6; 

,, , «M ni SN , . 

dou r==I ( 1 ). 

MN ap Sb v ' 

Le même triangle AN b, coupé par la 

transversale S q, donne 
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«R . bq . SN = NR . aq . Sb; 

,, . aR bq SN 

NR aq S b 

Comparant les égalités (i) et (a), il vient 

«M pb SN _ aR bq SN 
MN ap Sb NR aq S b 


W; 


Or, la droite ab étant divisée harmoniquement aux points p 
et q, on a 


pb b< / . 

ap aq 7 


donc, 


«M aR 

SÏN NR* 


DÉFINITION. 


D 



Si l’on prolonge les côtés opposés d’un 
quadrilatère ABCD, jusqu’à leur rencontre 
en M et en N, la droite MN est dite la 
troisième diagonale du quadrilatère, et le 
quadrilatère simple ABCD, réuni au qua- 
drilatère non convexe DMBN, forme ce 
qu’on appelle un quadrilatère complet. 


THÉORÈME X. 


Chaque diagonale d'un quadrilatère complet est partagée har- 


moniquement par les deux autres. 


» 



Soit ABCDMN le qua- 
drilatère complet; soient 
AC, BD, MN, scs diago- 
nales; je dis que l’une 
d’elles, MN, par exemple, 
est coupée harmonique- 
ment par les deux autres 
aux points P et Q. En effet, 
le triangle DMN, coupé 
par la transversale ACQ, 
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donne QM.NC.DA= QN.CD.AM; 

„ . QM NC DA 

‘ 011 QN ' CD ‘ AM 1 

Dans le même triangle, les droites PD, CM, NA, partant des 
sommets et se coupant en B, on aura 

PM . NC. DA = PN . CD . AM ; 

„ , PM NC DA M 

doù pâ-cd’am - 1 (1 ' 

Comparant les égalités ,(i) et (a) , on en déduit 

PM QM 

PN QN* 

On démontrerait semblablement que chacune des diagonales 
AC., BD, est divisée harmoniquement par les deux autres. 


DU POLE ET DE LA POLAIRE PAR RAPPORT A UN 
SYSTÈME DE DEUX LIGNES DROITES. 


THÉOKÈME XI. 

Deux droites Oy, Ox, étant données, ainsi qu’un point P, si l’on 
mène , par ce point, une sécante P AB, et qu on détermine le conju- 
gué harmonique Q du point P, par rapport à la droite AB, en 
faisant varier la sécante PAB, le point Q décrira la droite OQ, qui 
est la quatrième branche du faisceau harmonique dont OP, OA , 
OB, sont les trois premières. 

En effet, si l’on tire les droites 
OP, OQ, la ligure OPBQA forme un 
faisceau harmonique. Toute sécante 
P bqa sera donc divisée harmonique- 
ment par le faisceau ; donc tout point 
du lieu se trouve sur la droite OQ. 
Cette droite OQ est dite la polaire 
du point P, par rapport aux deux droites Oy, Ox. 
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Deux droites Oy, Ox, étant données et un point P, si l'on mène 
par ce point deux sécantes PBA , PBÀ', et les droites B A/, B’ A » le 
point de concours Q de ces deux droites décrira , lorsqu 'on jera 
•varier les sécantes, une droite OQ , qui est la polaire du point P 
par rapport aux lignes Oy, Ox. 

En effet , considérons le quadrila- 
tère complet OBQA, B' A', la diago- 
nale B' A' sera coupée harmonique- 
ment par les deux autres OQ, AB; 
donc les quatre lignes OP, 0/, OC', 
Ox, forment un faisceau harmouique, 
puisque la droite PB'C'A' est divisée 
T harmoniquement; et la droite OC' est 
la polaire du point P, par rapport aux deux droites Of, Ox. 
Or, tout point Q du lieu géométrique est situé sur OC'; donc, le 
lieu géométrique cherché est la polaire du point P, par rapport 
aux deux droites 0 y, Ox. 

Scolie. On déduit de là le moyen de résoudre, avec la règle 
seulement, le problème suivant : 

Connaissant une droite AB et un point P sur cette droite, 
trouver le conjugué harmonique de P par rapport à la droite AB. 

s Pour cela, joignez un point quel- 

conque S aux trois points donnés; me- 
nez par le point P la droite quelconque 
PDC; tirez les droites AD et BC qui 
se coupent en O, et joignez SO; celte 
dernière rencontrera AB au point cher- 
ché Q. Cela résulte évidemment du 
théorème qui vieut d’être démontré. 
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DU POLE ET DE LA POLAIRE PAR RAPPORT 
AU CERCLE. 


THÉORÈME XIII. 


Si, par un point P, pris dans le plan d'un cercle , on mène une 
sécante quelconque PAB , et qu'on détermine le conjugué harmo- 
nique Q du point P, par rapport h AB, le lieu géométrique du 
point Q, lorsqu’on fait varier la sécante PAB, est une ligne droite. 
(Celte droite est appelée ta polaire du point P par rapport au cercle , 
et le point P en est le pôle). 

Menons le diamètre passant par le 
point P, et construisons le conjugue har- 
monique q du point P, par rapport au 
diamètre ab ; joignons Qr/, et abaissons 
OM perpendiculaire sur la ligne AB. 

Les quatre points harmoniques P, A, 
Q, B, donnent la proportion 

PB: PA ::QB:QA, 



d’où PB + PA : PA : : QB 4- QA ou AB : QA ; 

Changeant l’ordre des moyens, et remarquant que 
AB = PB— AP, 

il vient PB 4 - PA : PB — PA : : PA : Q A , 

et en composant les termes , 

PB 4- PA : aPB : : PA : PA 4- AQ ou PQ; 
mais le point M étant le milieu de AB, on a 
PA 4- PB = aPM ; 

donc aPM : aPB : : PA : PQ, 

ou PM:PB;:PA:PQ; 

il en résulte PQ X PM = PB X PA ( 1 ). 

On démontrerait absolument de la même manière que 


GEOMETRIE. 

P q X PO = Pfl X Pé- 
PAXPB =PAXP b; 

PQXPM = P <] XPO, 

PQ : Py : : PO : PM. 

Les deux triangles PQy, PAIO, ayant un angle égal P comprjs 
entre cûte's proportionnels, seront semblables, et, comme l’angle 
PAIO est droit, l’angle PyQ l’est aussi ; donc, le lieu géométrique 
décrit par le point Q est une droite perpendiculaire à P ab, au 
point y, conjugué harmonique de P par rapport au diamètre ab. 

Corollaire. La position du point q est déterminée par ,l’ égalité 

p 7 x po = p« x P* . (i) ; 

or Va X P* = (PO -+- Oa) (PO — 0«) = PO — O a) 
d’ailleurs Py = PO — O q, 

la relation (i) devient donc 

(PO — Oq) PO = PO — Ôa, 

ou PO X Oq = O a. 

Cette dernière relation montre que si PO devenait égal à O q, 
O q serait égal à PO ; donc la polaire de l’un des deux points P 
ou q passe par l’autre point. 

Il résulte encore de cette relation , que si le point P se rap- 
proche du point a, le point q s’en rapproche également ; et si^ 
PO était égal à Oa, Oq serait aussi égal à O a; donc la polaire 
d’un point de la circonjêrence est la tangente à ce point. 

Si PO devient plus petit que Oa, Oq devient plus grand que 
le rayon, et la polaire est extérieure au cercle; enfin, si PO de- 
venait égal à zéro, O y deviendrait infiniment grand. 

TiiéonÈMR xiv. 

Lorsqu’un point P se ment sur une droite ST, la polaire de ce 
point passe constamment par le pôle de la droite. 

Tirons la droite OP, déterminons le point 
Q de telle sorte que 

oq x op =5T ; 

la droite QN , perpendiculaire à OP, sera la 
polaire du point P; or je dis qu’elle contien - 
dra le pèle de la droite ST. 
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Or 

donc 

ou 
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Abaissons OM perpendiculairement sur ST, et qui coupe NQ 
en N ; le quadrilatère MNQP est inscriptible, puisque deux 
angles opposés sont droits. On aura donc 

OM X ON = OP X OQ, 
et comme OP X OP = OA, 

on aura OM X ON = OA; 

donc , enfin , le point N est le pôle de ST. 

Corollaire I. Ou voit par la démonstration ci-dessus , que si 
la droite ST tournait autour du point P, le pôle de cette droite 
serait toujours situé sur la polaire du point P. 

* Corollaire II. La droite qui joint les pôles de deux droites est 
la polaire de leur point de concours. Car, d’après le corollaire I , 
le pôle de cette droite doit se trouver à la fois sur les deux 
' droites données. 

Corollaire III. Si deux polygones ABCD , abcd , d’un même 
nombre de côtés, tracés dans le plan d'une circonférence , sont 
tels que les sommets A, B, C, D soient les pôles des côtés de l'autre ; 
réciproquement , les sommets a , b, c, d du second seront les pôles 
des côtés du premier. A raison de cette propriété, les deux poly- 
gones sont appelés polaires réciproques l’un de l’autre. 

THÉORÈME XV. 


Si, par un point P, pris dans le plan d'un cercle, on mène une 
sécante PAB , et les tangentes AM , BM , aux points A et B , le lieu 
géométrique décrit par le point M , quand la sécante variera, sera 
la polaire du point P. 

En effet, la tangente AM est la polaire du 
H point A , la tangente BM est aussi la polaire 
du point B. 11 eu résulte que le poiut de con- 
cours M des deux tangentes est le pôle de la 
droite AB. Or le point P est sur la droite AB, 
donc la polaire de ce point passe par le point 31. 

Corollaire I. La polaire d’un point M , pris hors du cercle, est 
la corde de contact AB de l’angle circonscrit qui a ce poiut pour 
sommet. 
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Corollaire II. Si un polygone ABCI) est 
circonscrit au cercle, le polygone MNPQ , 
formé en joignant les points de contact 
consécutifs, sera la polaire réciproque de 
ABCD. 

THÉORÈME XVI. 

Si, par un point P, pris dans le plan d’un 
cercle, on mène les sécantes PAB, PCD; qu’on tire les droites AC, 
BD, qui se coupent en M, et les droites BC, AD, 'qui se coupent 
en N, le lieu géométrique des points M ou N, lorsqu’on fait va- 
rier les sécantes PAB, PCD, est une droite qui est la polaire du 
point P. * 

Tirons la droite M3V qui coupe AB, 
CD, en a , c; en vertu du théorème du 
quadrilatère complet MANB, CD, les 
sécantes AB, CD, seront coupées har- 
moniquement, la première en P, a, et la 
seconde en P, c ; la droite ac est donc la 
polaire du point P. Or les points M et 
M sont sur cette droite; donc, enfin, le 
lieu géométrique des {joints M ou N est 
la polaire dupuint P. 

Remarque I. Si le point donné N était intérieur à la circon- 
férence, en menant deux sécantes quelconques CB, AD, puis 
joignant AC, BD d’une part, et de l’autre AB, CD, il s’agirait 
■de trouver le lieu géométrique du point M ou du point P; or 
je dis que ce lieu serait toujours la polaire du point N. En effet, 
on vient de voir que le point P est le pôle de la droite MN ; par 
la même >aison, le point M est le pôle de la droite PN : donc le 
point de concours des lignes MN, PN, est le pôle de la droite PM. 

Remarque II. Le théorème précédent fournit le moyen de 
construire la polaire d’un point en employant la règle seulement. 

Si le point donné P est extérieur à la circonférence, la po- 
laire MN est la corde de contact de l’angle circonscrit dont le 
sommet est en P. L’intersection de cette droite avec le cercle 
lionne ra donc les points de contact des tangentes qu’on peut 
mener à la circonférence par le point P. 
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THEOREME XVII. 

ft Dans tout hexagone inscrit à une 

j i circonférence , les points de concours 

/ • des côtés opposés sont en ligne droite. 

T \ Prolongeons trois côtés non consé- 

G cutifs de l’hexagone BC, DF, AE; ces 

côtés déterminent, par leurs intersec- 

M lions, le triangle QRP, qui est coupé 

*/ L ' ‘ P ar * es transversales EFM, ABL, DCN; 

/ / on a donc, en vertu du théorème fon- 

damental des transversales, les égalités 
QE X RM X PF = RE X PM X QF, 

QA X RB X PL = RA X PB X QL, 

QN X RC X PD = RN X PC X QD. . 
Multipliant ces égalités, et remarquant que 

QE X QA = QF X QD, PFxPD = PBxPC, 
et RB X RC = RE X RA , 

il vient RM X QN X PL = RN X PM x QL. 

Donc les trois points N, L, M sont sur une même droite, qui 
est une transversale du triangle QRP. 

Remarque I. Le théorème précédent serait également vrai si 
l’hexagone inscrit n’était pas convexe. 

Remarque II. Le théorème, ayant lieu quelle que soit la gran- 
deur des côtés, s’applique encore lorsque certains côtés de 
l’hexagone se réduisent à zéro ; mais alors ils doivent être rem- 
placés par des tangentes à la circonférence : de là résulteraient 

v , plusieurs autres théorèmes, dont 

Î , x le lecteur formerait facilement les 

\ 'x énoncés. Nous nous bornerons à 

\ n. citer le suivant : 


Si l’on inscrit un triangle dans 
un cercle , les points de concours 
des tangentes menées à chaque 
sommet avec les côtés opposés sont 
en ligne droite. 
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THÉORÈME XVIII. 

Dans tout hexagone circonscrit à une circonférence, les diago- 
nales qui joignent les sommets opposés se coupent en un même 
point. 

Soit GHLMNO l'hexagone 
circonscrit; joignons les points 
de contact consecutifs : nous 
formerons un hexagone inscrit 
ABCDEF, qui est le polaire ré- 
ciproque de GHLMNO. 

Lepointde concours des côtés 
BC, EF, que nous désignerons 
par P, sera le pôle de la diago- 
nale UN ; de même, le point de 
concours des côtés AB, ED, que 
M nous désignerons par R , sera 

le pôle de la droite GM; enfin le point de rencontre des droites 
AF, CD, que nous appellerons S, sera le pôle de la ligne GL. 
Or les trois points P, R , S, sont sur une même droite; donc 
leurs polaires HN, GM, OL, se coupent en un même point. 
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APPENDICE AU LIVRE IV. 


DÉFINITIONS. 

I. On appelle maximum la quantité la plus grande entre toutes 
celles de la même espèce; minimum la plus petite. 

Ainsi le diamètre du cercle est un maximum entre toutes les 
lignes qui joignent deux points de la circonférence, et la perpen- 
diculaire est un minimum entre (optes les droites menées d’un 
point donné à une ligne donnée. 

II. On appelle ligures isopérimètres celles qui ont des périmè- 
tres égaux. 

PROPOSITION I. 

THÉORÈME. 

De tous les triangles formés avec deux côtés donnés faisant en- 
tre eux un angle à volonté , le maximum est celui dans lequel les 
deux côtés donnés font un angle droit. 

Soient les deux triangles BAC, BAD, qui 
ont le côté AB commun, et le côté AC = AD; 
ç si l’angle BAC est droit , je dis que le triangle 
BAC sera plus grand que le triangle BAD , 

> dans lequel l’angle en A est aigu ou obtus. 
Car la base AB étant la même , les deux 
triangles BAC, BAD, sont comme les hau- 
teurs AC, DE; mais la perpendiculaire DE est plus courte que 
l’oblique AD ou son égale AC; donc le triangle BAD est plus 
petit que BAC. 

PROPOSITION IL 

THÉORÈME. 

Le cercle est plus grand que toute figure plane isopérimètre. 
i° Il est d’abord évident qu’il y a une infinité de figures d’un 
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périmètre donné, qui ont diverses formes et diverses aires; mais 
on voit aussi que ces aires ne peuvent croître indéfiniment. 

Il y a donc parmi les figures d’un périmètre donné un ou plu- 
sieurs maximum. 

Toute figure qui renferme une aire maximum dans un pé- 
rimètre donné est convexe. 

Car soit AMBN une ligne fermée non 
convexe : si l’on fait tourner la partie ren- 
trante AMB autour des points A et B , de 
manière qu’elle occupe la position AM'B, la 
figure AM'BN aura même périmètre que la 
première, et renfermera une aire plusgrande. 
8° Soit AMBN une figure maximum 
sous un périmètre donné : je dis que 
toute droite AB qui divise le périmètre 
en deux parties égales, divisera aussi 
l’aire en deux parties équivalentes; car, 
si la portion ANB était plus grande que 
AMB, en faisant tourner ANB autour 
de AB, de manière qu’elle occupe la 
position AN'B, la figure AN'BN aurait le même périmètre que 
AMBN, et aurait une aire plus grande; AMBN ne serait donc 
pas un maximum. 

11 résulte encore de ce qui précède que si AMBN est une fi- 
gure maximum, AN'BN en est aussi une; et l’on voit que, dans 
celte dernière figure, toute perpendiculaire NN' à AB est divisée 
par cette ligue en deux parties égales, de sorte que les triangles 
ANB, AN'B, sont égaux. 

Cela posé, si les angles ANB, AN'B n’étaient pas droits, on 
pourrait agrandir simultanément l’aire des triangles ANB, AN'B, 
sans rien changer A la grandeur des côtés AN, NB, AN', N'B, ni 
à la grandeur des segments APN, NQB, AP'N', N'Q'B; la base 
commune AB changerait seule; mais par là l’aire de la figure 
deviendrait plus grande, sans que le périmètre changeât, ce qui 
est contraire à l’hypothèse; donc les angles N, N' sont droits, 
d’ailleurs le point N est quelconque sur la courbe ANB; donc 
cette ligne est une demi-circonférence. 

Ainsi l’on voit que si une droite divise la figure maximum en 
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deux moitiés, chacune de ces moitiés sera un demi-cercle ; donc 
la figure entière est un cercle. 

PROPOSITION III. 

THÉORÈME. 

Parmi toutes les figures planes qui ont la même aire, le cercle 
« le plus petit périmètre. 

Car si une figure quelconque dont l’aire est A avait un péri- 
mètre moindre que le cercle ayant la même aire, on pourrait, 
d’après le théorème précédent , la transformer en un cercle de 
même périmètre, et d’une aire B> A. 

Ce second cercle aurait donc une aire plus grande que le pre- 
mier, et un périmètre moindre, ce qui est absurde. 

PROPOSITION IV. 

LEHME. 


Tout polygone ABCDE qui contient un angle rentrant peut 
être transformé en un polygone convexe, d'une surface plus grande 
ayant le même périmètre et un côté de moins. 

A B ...I Car, si l’on prolonge AB, et qu’on joigne 

tous les points de ce prolongement au 
point D, la somme BI -f- ID croîtra d’une 
manière continue depuis BD jusqu’à l’in- 
fini. Il y a donc un point I où l’on a 
BI + ID = BC-4-CD. 

On obtient donc un polygone ABIDE, évidemment plus grand 
que ABCDE, qui a le même périmètre, et un côté de moins. 



PROPOSITION V. 

THÉORÈME. 

De tous les polygones isopérimètres et d’un même nombre de 
côtés , le polygone régulier est le plus grand. 

Nous allons prouver successivement que, si un polygone n’a 
pas tous ses côtés égaux et ses angles égaux, il ne peut être 
maximum parmi les isopérimètres d’un même nombre de côtés. 

18 
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i° Supposons que le polygone ABCDE 
ait m côtés; et soit AB<BC. Prenons sur 
BC le point M assez près de C pour qu’on 
1 C ait encore AB<BM. Faisons ensuite l’angle 
AMB' = BAM; prenons MB'=AB et joi- 
gnons AB'. Le triangle ABM est égal au 
triangle AB'M. 

On conclut de là que l’on pourrait au polygone ABCDE subs- 
tituer le polygone AB'MCDE, sans changer le périmètre ni la sur- 
face; seulement ce nouveau polygone aurait //z— |— r côtés, et de 
plus un angle rentrant; car, AB étant plus petit que BM, on a 
'angle BMA<BAM ou B'MA. 

Or ce polygone peut être transformé en un autre de m côtés, 
de même périmètre, et d’une surface plus grande ; donc ABCDE 
ne serait pas le plus grand parmi les isopérimètres de m côtés. 

2 0 Supposons que dans le polygone ABCDH 
de m côtés, on ait l’angle A^> B. Prenons un 
point M assez voisin de B pour que l’angle 
MAI! soit plus grand que AMC. 

Faisons aussi l’angle MAB' = AMB, prenons 
AB'.= MB et joignons MB'; le triangle MAB' 
est égal à ABM ; et le polygone AB'MCDH a la 
même surface et le même périmètre que ABCDH; 
mais il a m-f- 1 côtés, et un angle rentrant; car, la somme 
AMC -f- AMB étant égale à 2 droits, onaMAH -b MAB' 2 droits. 

Donc ce polygone pourrait être transformé en un antre de m 
côtés, de même périmètre, et d’une aire plus grande; donc enfin 
ABCDH ne serait pas maximum. 

PROPOSITION' VI. 



THEOREME. 


De tous les polygones d’égale sur/ace et d’un même nombre de 
rôles t le polygone régulier a le moindre périmètre. 

Car si un polygone irrégulier de m côtés, dont l’aire est A, 
avait un périmètre moindre que le polygone régulier de même 
aire et du même nombre de côtés, on pourrait le transformer 
en un polygone régulier isopériniètre de m côtés, ayant une 
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aire B>A; ce second polygone régulier aurait donc le même 
nombre de côtés que le premier, avec un périmètre moindre, et 
une aire plus grande, ce qui est absurde. 

PROPOSITION VII. 

TH£Oaiu£. 


De deux polygones réguliers d’égal périmètre , celui qui a le 
plus de côtés est le plus grand. 

g g En effet soit ABCDEF un polygone 

régulier de 6 côtés. Si l’on prend un 
point I sur l’un des côtés, on peut con- 
D sidérer ce polygone comme un polygone 
irrégulier de 7 côtés, dans lequel les cô- 
tés IC, ID feraient un angle égal à deux 
droits; or ce polygone est moindre que 


y 

E 


le polygone régulier de 7 côtés et du même périmètre; donc, etc. 


18. 
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APPENDICE AUX LIVRES VI ET VII. 

LES POLYÈDRES RÉGULIERS. 


PROPOSITION PREMIÈRE. 

THÉORÈME. 

Il ne peut y avoir que cinq polyèdres réguliers. 

Car on a défini polyèdres réguliers ceux dont toutes les faces 
sont des polygones réguliers égaux , et dont tous les angles solides 
sont égaux entre eux. Ces conditions ne peuvent avoir lieu que 
dans un petit nombre de cas. 

i° Si les faces sont des triangles équilatéraux, on peut former 
chaque angle solide du polyèdre avec trois angles de ces trian- 
gles, ou avec quatre, ou avec cinq : de là naissent trois corps 
réguliers, qui sont le tétraèdre, Yoctaèdrc, et Y icosaèdre. On n'en 
peut pas former un plus grand nombre avec des triangles équi- 
latéraux , car six angles de ces triangles valent quatre angles 
droits, et 11e peuvent former d’angle solide. 

a° Si les faces sont des carrés, on peut assembler leurs angles 
trois à trois ; et de là résulte l ’ hexaèdre ou cube. 

Quatre angles de carrés valent quatre angles droits, et ne 
peuvent former d’angle solide. 

3 ° Enfin , si les faces sont des pentagones réguliers, on pourra 
encore assembler leurs angles trois à trois , et il en résultera le 
dodécaèdre régulier. 

On ne peut aller plus loin ; car trois angles d’hexagones régu- 
liers valent quatre angles droits, et trois d’heptagones encore plus. 

Donc il ne peut y avoir que cinq polyèdres réguliers, trois 
formés avec des triangles équilatéraux, un avec des carrés, et un 
avec des pentagones. 

Scolic. On va prouver, dans la proposition suivante, que ces 
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cinq polyèdres existent réellement, et qu’on peut en déterminer 
toutes les dimensions lorsqu’on connaît une de leurs faces. 

PROPOSITION II. 

PROBLÈME. 

Etant donnée l’une des faces d'un polyèdre régulier, ou seule- 
ment son côté , construire le polyèdre. 

Ce problème en présente cinq, qui vont être résolus succes- 
sivement. 


Construction du tétraèdre. 


S 



Soit ABC le triangle équilatéral qui doit 
être une des faces du tétraèdre; au point O, 
centre de ce triangle, élevez OS perpendicu- 
laire au plan ABC ; terminez cette perpendicu- 
laire au point S, de sorte que AS= AB ; joi- 
gnez SB, SC, et la pyramide S ABC sera le 


tétraèdre requis. 

Car, à cause des distances égales OA, OB , OC, les obliques 
SA, SB, SC, s’écartent également de la perpendiculaire SO et 
sont égales. L’une d’elles SA = AB; donc les quatre faces de la 
pyramide SABC sont des triangles égaux au triangle donné ABC. 
D’ailleurs les angles solides de cette pyramide sont égaux entre 
eux, puisqu’ils sont formés chacun avec trois angles plans égaux; 
donc cette pyramide est un tétraèdre régulier. 


Construction de l’hexaèdre. 



Soit ABCDun carré donné : sur la base ABCD 
construisez un prisme droit dont la hauteur AE 
soit égale au côté AB. Il est clair que les faces 
de ce prisme sont des carrés égaux , et que ses 
angles solides sopt égaux entre eux comme étant 
formés chacun avec trois angles droits ; donc 
ce prisme est un hexaèdre régulier ou cube. 
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Construction de l’octaèdre. 

P Soit AMB un triangle équilatéral 

donné : sur le côté AB décrive* 
le carré ABCD; au point O, centre 
de ce carré, élevez sur son plan la 
perpendiculaire TS, terminée de 
part et d'autre en Tet S , de ma- 
nière que OT=OS = AO; joi- 
gnez ensuite SA, SB, TA, etc., vous aurez un solide SABCDT, 
composé de deux pyramides quadrangulaires SABCD, TABCD, 
adossées par leur base commune ABCD; ce solide sera l'octaèdre 
régulier demandé. 

En effet, le triangle AOS est rectangle en O, ainsi que le 
triangle AOD ; les côtés AO, OS, OD, sont égaux; donc ces 
triangles sont égaux, donc AS = AD. On démontrera de même 
que tous les autres triangles rectangles AOT, BOS , COT, etc., 
sont égaux au triangle AOD ; donc tous les côtés AB, AS, AT, etc., 
sont égaux entre eux, et par conséquent le solide SABCDT est 
compris sous huit triangles égaux au triangle équilatéral donné 
ABM. Je dis de plus que les angles solides du polyèdre sont 
égaux entre eux : par exemple, l’angle S est égal à l’angle B. 

Car il est visible que le triangle SAC est égal au triangle DAC, 
et qu’ainsi l’angle ASC est droit; doue la figure SATC est un 
carré égal au carré ABCD. Mais si on compare la pyramide 
BASCT à la pyramide SABCD , la base ASCT de la première peut 
se placer sur la base ABCD de la seconde; alors le point O étant 
un centre commun , la hauteur OB de la première coïncidera 
avec la hauteur OS de la seconde , et les deux pyramides se 
confondront en une seule ; donc l’angle solide S est égal à 
l’angle solide B; donc le solide SABCDT est un octaèdre 
régulier. 

Scolie. Si trois droites égales, AC, BD, ST, sont perpendiculaires 
entre elles et se coupent dans leur milieu, les extrémités de 
ces droites seront les sommetsld'un octaèdre régulier. 
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Construction du dodécaèdre. 

I Soit ABCDEun pentagone régulier 

~~ donné ; soient ABP, CBP, deux angles 

/ \ plans égaux à l’angle ABC : avec ces 

— A G angles plans formez l’angle solide B, 
\ / et soit K l’inclinaison mutuelle de 

Ml \ L J jp deux de ces plans. Formez sembla - 

blement aux points C, D, E, A, des 
M angles solides égaux à l’angle solide 

B, et situés de la même manière : le 

© plan CBP sera le même avec le plan 
BCG, puisqu’ils sont inclinés l’un et 
! l’autre de la même quantité K sur le 
plan ABCD.Ou peut donc, dans le plan 
PBCG, décrire le pentagone BCGFP 

3 • , 

égal au pentagone ABCDE. Si on fait 
de même dans chacun des autres plans 
CDI, DEL, etc., on aura une surface 
convexe PFGH , etc. , composée de six pentagones réguliers 
égaux et inclinés chacun sur son adjacent de la même quantité K. 
Soit pfgh, etc., une seconde surface égale à PFGH, etc., je dis 
que ces deux surfaces peuvent être réunies de manière à ne for- 
mer qu’une seule surface convexe continue. En effet, l’angle opJ , 
par exemple, peut se joindre aux deux angles OPB, BPF, pour 
faire un angle solide P égal à l’angle B; et dans cette jonction il 
ne sera rien changé à l’inclinaison des plans BPF, BPO, puisque 
cette inclinaison est telle qu’il le faut pour la formation de 
l’angle solide. Mais, en même temps que l’angle solide P se forme, 
le côté pf s’appliquera sur son égal PF, et au point F se trouve- 
ront réunis trois angles plans PFG , pfc , c/g, qui formeront un 
angle solide égal à chacun des angles déjà formés; cette jonction 
se fera sans rien changer ni à l’état de l’angle P, ni à celui de la 
surface efgh , etc.; car les plans PFG, ejp, déjà réunis en P, 
ont entre eux l’inclinaison convenable K., ainsi que les plans e/g , 
efp. Continuant ainsi de proche en proche, on voit que les deux 
surfaces s’ajusteront mutuellement l’une avec l’autre, pour ne 
former qu’une seule surface continue et rentrante sur elle-même : 
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cette surface sera celle d’un dodécaèdre régulier, puisqu’elle est 
composée de douze pentagones réguliers égaux, et que tous ses 
angles solides sont égaux entre eux. 

Construction de l'icosaèdre. 

Soit ABC une de ses faces; il faut d’a- 
bord former un angle solide avec cinq 
plans égaux au plan ABC et également 
inclinés chacun sur son adjacent. Pour 
cela, sur le côté B'C', égal à BC, faites le 
pentagone régulier B'C'H'I'D'; au centre 
de ce pentagone élevez sur son plan une 
perpendiculaire , que vous terminerez en 
A' de manière que B'A'=B'C'; joignez 
A'C', A'H', AT, A'D', et l’angle solide A', 
formé par les cinq plans B' A'C', C'A 1 H', etc., 
sera l’angle solide requis. Car les obliques 
A'B', A'C', etc., sont égales, et l’une d’elles, 
A'B', est égale au côté B'C'; donc tous 
les triangles B' A'C', C'A'H', etc., sont égaux entre eux et au 
triangle donné ABC. 

Il est visible d’ailleurs que les plans B' A'C', C'A'H', etc., sont 
également inclinés chacun sur son adjacent; car les angles solides 
B', C', etc., sont égaux entre eux , puisqu’ils sont formés chacun 
avec deux angles de triangles équilatéraux et un de pentagone 
régulier. Appelons K l’inclinaison des deux plans où sont les 
angles égaux ; l’angle K. sera en même temps l’inclinaison 
de chacun des plans qui composent l’angle solide A' sur son 
adjacent. 

Cela posé, si on fait aux points A, B, C, des angles solides égaux 
chacun à l’angle A', on aura une surface convexe DEFG, etc., 
composée de dix triangles équilatéraux , dont chacun sera 
incliné sur son adjacent de la quantité K; et les angles D, 
E, F, etc., de son contour réuniront alternativement trois 
et deux angles de triangles équilatéraux. Imaginez une seconde 
surface égale à la surface DEFG , etc. ; ces deux surfaces 
pourront . s’adapter mutuellement , en joignant chaque angle 
triple de l’une à un angle double de l’autre ; et comme les plans 
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de ces angles ont déjà entre eux l'inclinaison K nécessaire pour 
former un angle solide quintuple égal à l’angle A, il ne sera 
rien changé dans cette jonction à l'état de chaque surface en 
particulier, et les deux ensembîe formeront une seule surface 
continue, composée de vingt triangles équilatéraux. Cette sur- 
face sera celle de l'icosaèdre régulier, puisque d’ailleurs tous les 
angles solides sont égaux entre eux. 

PROPOSITION III. 

PROBLÈME. 


Trouver l’inclinaison de deux faces adjacentes d’un polyèdre 
régulier. 

Cette inclinaison se déduit immédiatement de la construction 
qui vient d’étre donnée des cinq polyèdres réguliers; à quoi il 
faut ajouter ce problème de géométrie descriptive par lequel, 
étant donnés les trois angles plans qui forment un angle solide , 
on détermine l’angle que deux de ces plans font entre eux. 

Dans le tétraèdre. Chaque angle solide est formé de trois angles 
de triangles équilatéraux : il faut donc chercher par le problème 
cité l’angle que deux de ces plans font entre eux ; cet angle sera 
l’inclinaison de deux faces adjacentes du tétraèdre. 

Dans t hexaèdre. L’angle de deux faces adjacentes est un angle 
droit. 

Dans l’octaèdre. Formez un angle solide avec deux angles de 
triangles équilatéraux et un angle droit ; l’inclinaison des deux 
plans oh sont les angles des triangles sera celle de deux faces 
adjacentes de l’octaèdre. 

Dans le dodécaèdre. Chaque angle solide est formé avec trois 
angles de pentagones réguliers ; ainsi l’iuclinaison des plans de 
deux de ces angles sera celle de deux faces adjacentes du dodé- 
caèdre. 

Dans l’icosaèdre. Formez un angle solide avec deux angles de 
triangles équilatéraux et un angle de pentagone régulier , l’in- 
clinaison des deux plans où sont les angles des triangles sera 
celle de deux faces adjacentes de l’icosaèdre. 
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PROPOSITION IV. 


PROBLEME. 



Étant donné le côté d’un polyèdre régulier, trouver le rayon de 
la sphère inscrite et celui de la sphère circonscrite au polyèdre. 

Il faut d’abord démontrer que tout polyèdre 
régulier peut être inscrit dans la sphère, et 
qu’il peut lui être circonscrit. 

Soit AB le côté commun à deux faces adja- 
centes ; soient C et E les centres de ces deux 
faces, et CD, ED, les perpendiculaires abais- 
sées de ces centres sur le côté commun AB, 
lesquelles tomberont an point D, milieu de ce 
côté. Les deux perpendiculaires CD , DE, font 
^ entre elles un angle connu , qui est égal à l’in- 

clinaison des deux faces adjacentes, déterminée par le problème 
précédent. Or, si dans le plan CDE, perpendiculaire à AB, on 
mène sur CD et ED les perpendiculaires indéfinies CO et EO, 
qui se rencontrent en O , je dis que le point O sera le centre de 
la sphère inscrite et celui de la sphère circonscrite, le rayon de 
la première étant OC , et celui de la seconde OA. 

En effet, puisque les apothèmes CD, DE, sont égaux, et 
l'hypoténuse DO commune, le triangle rectangle CDO est 
égal au triangle rectangle ODE, et la perpendiculaire OC est 
égale à la perpendiculaire OE. Mais, AB étant perpendicnlaiie 
au plan CDE , le plan ABC est perpendiculaire à CDE , ou 
CDE à ABC; d’ailleurs CO, dans le plan CDE, est perpen- 
diculaire à CD , intersection commune des plans CDE, ABC; 
donc CO est perpendiculaire au plan ABC. Par la même 
raison EO est perpendiculaire au plan ABE; donc les deux 
perpendiculaires CO, EO, menées aux plans de deux faces adja- 
centes par les centres de ces faces, se rencontrent en un même 
point O et sont égales. Supposons maintenant que ABC et ABE 
représentent deux autres faces adjacentes quelconques, 1 apo- 
thème CD restera toujours de la meme grandeur, ainsi que 
l’angle CDO, moitié de CDE; donc le triangle rectangle CDO 
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et son côté CO seront égaux pour toutes les faces du polyèdre; 
donc, si du point O comme centre et du rayon OC on décrit 
une sphère, cette sphère touchera toutes les faces du polyèdre 
dans leurs centres (car les plans ABC , ABE , seront perpendi- 
culaires à l’extrémité d’un rayon), et la sphère sera inscrite dans 
le polyèdre, ou le polyèdre circonscrit à la sphère. 

Joignez OA, OB; à cause de CA=CB, les deux obliques OA, 
OB, s’écartant également de la perpendiculaire, seront égales; 
il en sera de même de deux autres ligues quelconques menées 
du centre O aux extrémités d’un même côté; donc toutes ces 
lignes sont égales entres elles; donc si du point O comme centre 
et du rayon OA on décrit une surface sphérique, celte surface 
passera par les sommets de tous les angles solides du polyèdre, 
et la sphère sera circonscrite au polyèdre ou le polyèdre inscrit 
dans la sphère. 

Cela posé, la solution du problème proposé n’a plus aucune 
difficulté, et peut s’effectuer ainsi : 

Étant donné le côté d’une face du po- 
lyèdre, décrivez cette face, et soit CD son 
apothème. Cherchez par le problème pré- 
cédent l’inclinaison de deux faces adja- 
centes du polyèdre , et faites l’angle CDE 
égal à cette inclinaison. Prenez DE égale 
à CD, menez CO et EO perpendiculaires 
à CD et ED; ces deux perpendiculaires se 
0 rencontreront en un point O , et CO sera 

le rayon de la sphère inscrite dans le polyèdre. 

Sur le prolongement de DC prenez CA égale au rayon du cercle 
circonscrit à une face du polyèdre , et OA sera le rayon de la 
sphère circonscrite à ce meme polyèdre. 

Scolie. On peut tirer des propositions précédentes plusieurs 
conséquences. 

i° Tout polyèdre régulier peut être partagé en autant de pyra- 
mides régulières que le polyèdre a de faces ; le sommet commun 
de ces pyramides sera le centre du polyèdre, qui est en même 
temps celui des sphères inscrite et circonscrite. 

a" La solidité d’un polyèdre régulier est égale à sa surface 
multipliée par le tiers du rayon de la sphère inscrite. 
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3° Deux polyèdres réguliers de même nom sont deux solides 
semblables, et leurs dimensions homologues sont proportion- 
nelles ; donc les rayons des sphères inscrites ou circonscrites 
sont entre eux comme les côtés de ces polyèdres. 

4° Si on inscrit un polyèdre régulier dans une sphère, les plans 
menés du centre le long des différents côtés partageront la surface 
de la sphère en autant de polygones sphériques égaux et sembla- 
bles que le polyèdre a de faces. 
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